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Studijńı program: Fyzika
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2 Základńı poznatky fyziky plazmatu 7

2.1 Definice plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Klasifikace plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Kinetika plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Boltzmannova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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4.4.3 Iteračńı model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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6.1 Energetický model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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6.3 Iteračńı model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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8 Hybridńı model ve 3D a jeho aplikace 61
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Kapitola 1

Úvod

Pojem plazma se v nedávné době dostal do povědomı́ široké veřejnosti d́ıky vel-
koplošným plazmovým obrazovkám, přestože se s plazmatem setkáváme již mnoho
let např́ıklad v obyčejných zářivkách. Ve fyzice byl tento pojem zaveden v roce 1928
Irvingem Langmuirem [1], který tak nazval oblast ionizovaného plynu, ve které je
vyrovnaný náboj iont̊u a elektron̊u, takže výsledný prostorový náboj je velmi malý.
Fyzika plazmatu prošla do dnešńı doby prudkým vývojem. Pomohla nám lépe po-
rozumět pro člověka tak vzdáleným jev̊um jako polárńı záře nebo slunečńı v́ıtr a
přinesla nám řadu nových technologíı, jejichž produkty denně použ́ıváme.

Studium plazmatu neńı lehký úkol. Plazma nám dokonce dovede aktivně bránit
ve zkoumáńı jeho parametr̊u. Stejné principy lze na druhou stranu využ́ıt v plazma-
tických technologíıch. To plat́ı také o interakci plazmatu s pevnou látkou. Od
raných dob studia plazmatu se použ́ıvá sondová diagnostika plazmatu. Přestože
sonda plazma narušuje, na základě teoretických, experimentálńıch a modelových
předpoklad̊u lze do jisté mı́ry určit parametry plazmatu nenarušeného. Źıskané po-
znatky ovšem nacháźı své využit́ı např́ıklad v plazmatickém opracováváńı povrch̊u
pevných látek.

Procesy v plazmatu a při interakci plazmatu s pevnou látkou jsou velmi složité,
a proto je řada úloh analyticky neřešitelná. Poč́ıtačové modelováńı nám umožňuje
řešit mnohem širš́ı okruh úloh, který se s rostoućım výkonem poč́ıtač̊u neustále
zvětšuje. Přesto mnohé úlohy nelze zat́ım ani s použit́ım poč́ıtač̊u vyřešit snadno, a
proto hledáme složitěǰśı, ale efektivněǰśı metody. Hybridńı modelováńı nám přináš́ı
řadu takových metod. Některé z nich budou v této práci prezentovány a porovnány.
Dále ukážeme řešeńı konkrétńıch úloh vybranou metodou v plně trojrozměrné
geometrii.
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Kapitola 2

Základńı poznatky fyziky

plazmatu

2.1 Definice plazmatu

V knize [2] je plazma definováno následuj́ıćım zp̊usobem:

Plazma je kvazineutrálńı plyn nabitých a neutrálńıch částic, který vy-
kazuje kolektivńı chováńı.

Pojmy kvazineutrálńı a kolektivńı chováńı je potřeba rozebrat hlouběji.
V neutrálńım plynu na sebe částice p̊usob́ı pouze při srážkách, protože gra-

vitačńı śıla je zanedbatelná a žádná elektrická śıla mezi nimi nep̊usob́ı. Srážky tak
plně rozhoduj́ı o pohybu částic. V plazmatu se vyskytuj́ı i nabité částice, které
mohou vytvářet prostorové náboje, které vedou ke vzniku elektrického pole. Cou-
lombova śıla je dalekodosahová a náboje v plazmatu tak mohou na sebe p̊usobit
i na velké vzdálenosti. Pohyb částic v plazmatu tedy nezáviśı jen na lokálńıch
podmı́nkách, ale také na stavu plazmatu ve větš́ıch vzdálenostech. Této vlastnosti
ř́ıkáme kolektivńı chováńı.

Dı́ky existenci pohyblivých nabitých částic plazma dokáže odst́ınit vložené elek-
trické potenciály. Toto odst́ıněńı však neńı dokonalé d́ıky tepelným pohyb̊um na-
bitých částic. V okoĺı každého elektrického potenciálu se vytvoř́ı st́ıńıćı vrstva, jej́ıž
efektivńı poloměr je dán tepelnou energíı nabitých částic. Část nabitých částic totiž
může z potenciálové jámy uniknout právě d́ıky tepelné energii, a proto malé po-
tenciály mohou pronikat hlouběji do plazmatu a zp̊usobovat elektrická pole i mimo
st́ıńıćı vrstvu. Na základě podobných úvah lze odvodit takzvanou Debyeovu délku

λD =

√

ε0kT ∗

ne2
, (2.1)
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KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POZNATKY FYZIKY PLAZMATU 8

kde ε0 je permitivita vakua, k je Boltzmannova konstanta, n je koncentrace elek-
tron̊u v nenarušeném plazmatu, e je elementárńı náboj a

1

T ∗
=

1

T+

+
1

T−

, (2.2)

kde T+ teplota kladně nabitých částic a T− je teplota záporně nabitých částic.
Tento vztah plat́ı v př́ıpadě, že kladně i záporně nabité částice maj́ı srovna-
telné hmotnosti. V př́ıpadě elektropozitivńıho plazmatu, které je tvořeno elektrony,
kladnými ionty a neutrály, je st́ıněńı vykonáváno předevš́ım elektrony. Jejich tep-
lota je pak pro Debyeovu délku rozhoduj́ıćı a T ∗ je přibližně rovno Te.

Debyeova délka je mı́rou st́ıńıćı vzdálenosti. V této práci je řada výpočt̊u pro-
vedena pro pozitivńı sloupec doutnavého výboje v argonu při tlaku 133 Pa s pa-
rametry přibližně n = 1,0 · 1015 m−3 a Te = 23 200 K. Tomu odpov́ıdá Debyeova
délka λD = 0,33 mm.

Systém lze považovat za kvazineutrálńı, pokud jeho rozměr L výrazně převyšuje
Debyeovu délku λD. To znamená, že zavedeme-li do systému vněǰśı potenciál nebo
objev́ı-li se v systému lokálńı prostorový náboj, převážná část systému z̊ustane
d́ıky st́ıněńı bez velkých elektrických poĺı. Současně muśı být koncentrace nabitých
částic dostatečná, aby ve st́ıńıćı vrstvě bylo velké množstv́ı částic. Kdyby bylo ve
vrstvě jen několik nabitých částic, Debyeovo st́ıněńı by ztrácelo smysl.

Na plazma klademe ještě jednu podmı́nku: Frekvence plazmových oscilaćı

ωp =

√

e2ne

ε0me
, (2.3)

kde e je elementárńı náboj, ne je koncentrace elektron̊u a me je hmotnost elektronu,
muśı být větš́ı než srážková frekvence elektron̊u s neutrály. V opačném př́ıpadě je
dominantńı kinetika neutrálńıho plynu a elektromagnetická interakce je potlačená.

2.2 Klasifikace plazmatu

Plazma může mı́t mnoho r̊uzných podob, které sice splňuj́ı kritéria plazmatu, ale
přesto se lǐśı natolik, že vyžaduj́ı odlǐsné zp̊usoby studia. Základńı děleńı plazmatu
převezmeme z publikaćı [3] a [2].

Podle mı́ry ionizace děĺıme plazma na slabě ionizované a silně ionizované.
Ve slabě ionizovaném plazmatu je koncentrace nabitých částic o několik řád̊u
menš́ı než koncentrace neutrálńıch částic. Nabité částice se proto sráž́ı předevš́ım
s neutrálńımi částicemi. V silně ionizovaném plazmatu je naopak koncentrace ne-
utrálńıch částic velmi malá, až nulová. V tomto př́ıpadě jsou dominantńı interakce
mezi nabitými částicemi. Toto děleńı má velký fyzikálńı význam: Srážky nabitých
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částic s neutrály ve slabě ionizovaném plazmatu jsou dané krátkodosahovými si-
lami, zat́ımco nabité částice v silně ionizovaném plazmatu na sebe p̊usob́ı Cou-
lombovou silou, která je dalekodosahová. Dı́ky tomu se vlastnosti slabě a silně
ionizovaného plazmatu výrazně lǐśı.

Děleńı podle teploty je založené sṕı̌se na konvenci. Plazma považujeme za vy-
sokoteplotńı, pokud je silně ionizované ve smyslu Sahovy rovnice [2]

ni

nn
∼ 2,4 · 1021 T 3/2

ni
exp(−Ui/kBT ), (2.4)

která udává poměr hustot ionizovaných ni a neutrálńıch nn atomů plynu při
teplotě T , Ui je ionizačńı energie plynu a kB je Boltzmannova konstanta v jed-
notkách SI. Sahova rovnice plat́ı pro plyn v tepelné rovnováze, kdy k ionizaci
docháźı srážkami neutrálńıch částic. Zvyšujeme-li teplotu p̊uvodně neutrálńıho
plynu, stupeň ionizace z̊ustává ńızký, dokud se Ui nestane jen nevelkým násobkem
kBT . Potom poměr ni/nn začne prudce nar̊ustat, protože atomy maj́ı dostatečnou
tepelnou energii k odtržeńı elektronu při vzájemné srážce. Daľśım zvyšováńım tep-
loty dosáhneme až plné ionizace.

S vysokoteplotńı plazmatem se setkáváme v kosmu, v laboratorńıch podmı́n-
kách pak např́ıklad při termonukleárńı fúzi. Ńızkoteplotńı plazma tvoř́ı např́ıklad
pozitivńı sloupec doutnavého výboje.

Podle teploty lze dělit plazma ještě odlǐsným zp̊usobem — na izotermické a
neizotermické. Plazma totiž může mı́t ,,několik teplot najednou“. Každá složka
plazmatu (elektrony, r̊uzné druhy iont̊u a neutrály) může mı́t vlastńı energe-
tické rozděleńı, kterému odpov́ıdá určitá teplota nebo středńı energie v př́ıpadě,
že rozděleńı neńı maxwellovské. Př́ıčinou je př́ılǐs malá frekvence srážek mezi
částicemi r̊uzného druhu, která nestač́ı k dosažeńı celkové tepelné rovnováhy.
Teploty r̊uzných složek se mohou lǐsit i o několik řád̊u. S t́ımto jevem se často
setkáváme v ńızkoteplotńım slabě ionizovaném plazmatu. Vysokoteplotńı plazma
je naopak izotermické.

V této práci se budeme zabývat předevš́ım ńızkoteplotńım částečně ionizo-
vaným neizotermickým plazmatem.

2.3 Kinetika plazmatu

Kinetická teorie plazmatu nám přináš́ı d̊uležitý a užitečný matematický aparát pro
popis jev̊u v plazmatu. Kĺıčovým pojmem je rozdělovaćı funkce fi(~r, ~v, t), která
udává počet částic i-tého druhu v objemovém elementu konfiguračńıho prostoru
dΩ = dxdydz a v objemovém elementu rychlostńıho prostoru dC = dvxdvydvz

v čase t. Poloha element̊u je dána vektory ~r a ~v. Koncentrace částic i-tého druhu



KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POZNATKY FYZIKY PLAZMATU 10

v bodě ~r je integrálem rozdělovaćı funkce přes celý rychlostńı prostor C

ni(~r, t) =
∫

C
fi(~r, ~v, t) dC. (2.5)

Pomoćı rozdělovaćı funkce definujeme středńı hodnotu veličin, které charakte-
rizij́ı vlastnosti částic plazmatu. Středńı hodnota veličiny ϕ(~r, ~v, t) je definována

〈ϕ〉 =
1

n

∫

C
ϕf dC. (2.6)

Velmi d̊uležitou veličinou pro naše daľśı výpočty je rychlost ~v. Pomoćı středńı
hodnoty lze rychlost rozdělit na dvě složky

~v = ~c + ~u, (2.7)

kde ~c je chaotická rychlost a ~u je driftová rychlost . Pro tyto rychlosti plat́ı vztahy

〈~c 〉 = 0, a ~u = 〈~v 〉. (2.8)

S chaotickou a driftovou rychlost́ı úzce souviśı středńı hodnota kinetické energie
částic, pro kterou plat́ı

〈E〉 =
〈

1

2
mv2

〉

= 1

2
m(〈u2〉 + 〈c2〉 + 〈~u · ~c 〉) = 1

2
m(u2 + 〈c2〉)

= 1

2
mu2 + 1

2
m〈c2〉.

(2.9)

Středńı hodnota energie je tedy součtem energie driftového a chaotického pohybu.
Již několikrát jsme použili pojem teplota, ale nedefinovali jsme jej, protože

úzce souviśı s rozdělovaćı funkćı a se středńı hodnotou energie. Je-li plyn v tepelné
rovnováze, nejpravděpodobněǰśı rozděleńı rychlost́ı částic je Maxwellovo rozděleńı.
V jednorozměrném př́ıpadě, např́ıklad pro komponentu vx, je podle [2] př́ıslušná
rozdělovaćı funkce dána vztahem

f(vx) = n

√

m

2πkBT
exp

(

−1

2
mv2

x/kBT
)

, (2.10)

kde m je hmotnost částice, kB je Boltzmannova konstanta a T je teplota. Vypoč́ı-
táme-li pro tento př́ıpad středńı hodnotu kinetické energie částice, dostaneme

〈E〉 =
1

2
kBT. (2.11)

Pro tř́ırozměrný pohyb s izotropńım rozděleńım je Maxwellovo rozděleńı dáno
vztahem

f(v) = n 4π
(

m

2πkBT

)3/2

v2 exp
(

−1

2
mv2/kBT

)

, (2.12)
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který lze odvodit ze vztahu (2.10) integraćı přes všechny směry v tř́ırozměrném
prostoru. Pro tento př́ıpad vypoč́ıtáme středńı hodnotu kinetické energie částice

〈E〉 =
3

2
kBT. (2.13)

Obecně plat́ı, že na každý stupeň volnosti připadá energie 1

2
kBT .

Ve fyzice plazmatu je obvyklé udávat teplotu částic v jednotkách energie.
S ohledem na závislost na dimenzi se uvád́ı energie odpov́ıdaj́ıćı právě kBT , na-
př́ıklad pro kBT = 1 eV je T = 11 600 K.

2.4 Boltzmannova rovnice

Rozdělovaćı funkce f(~r, ~v, t) každé komponenty plazmatu muśı splňovat Boltzman-
novu rovnici

∂f

∂t
+ ~v · ∇f +

~F

m
· ∇cf =

δf

δt
, (2.14)

kde ∇c je gradient v rychlostńım prostoru, m je hmotnost částice, ~F je makrosko-
pická śıla p̊usob́ıćı na částice komponenty a člen na pravé straně zahrnuje srážky
s ostatńımi částicemi, tedy předevš́ım mikroskopické interakce. Pokud je srážkový
člen zanedbatelný a śıla ~F je výhradně elektromagnetická, rovnice (2.14) se nazývá
Vlasovova.

Řešeńı Boltzmannovy rovnice je velmi složité. Velmi významné jsou takzvané
momenty Boltzmannovy rovnice, které źıskáme integraćı Boltzmannovy rovnice
přes rychlostńı prostor. Tyto momenty jsou pouze d̊usledky Boltzmannovy rovnice.
Nultý moment źıskáme integraćı samotné Boltzmannovy rovnice přes rychlostńı
prostor. Výpočet je proveden např́ıklad v [2]. Předpokládáme-li pouze elektromag-
netickou makroskopickou śılu, dostaneme rovnici kontinuity

∂n

∂t
+ ∇ · (n~u) = 0. (2.15)

Docháźı-li v plazmatu ke srážkám, při kterých se měńı počet částic určitého druhu,
např́ıklad ionizace a rekombinace, na pravé straně rovnice kontinuity se objev́ı
takzvané členy vzniku a zániku částic. Tyto členy maj́ı obvykle tvar součinu

±k
∏

j

nj , (2.16)

kde k je rychlostńı koeficient interakce a součin prob́ıhá přes všechny druhy částic,
které se srážky účastńı.



KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POZNATKY FYZIKY PLAZMATU 12

Prvńı moment Boltzmannovy rovnice źıskáme tak, že ji vynásob́ıme vekto-
rem rychlosti a opět vyintegrujeme přes celý rychlostńı prostor. Výsledek nakonec
vynásob́ıme m a dostaneme podle [2] pohybovou rovnici pro tekutinu

mn

(

∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u

)

= qn( ~E + ~u × ~B) −∇ · P + ~Pij, (2.17)

kde P je tenzor napět́ı a ~Pij vyjadřuje změnu hybnosti vlivem srážek.
Vynásobeńım Boltzmannovy rovnice členem 1

2
mv2 a integraćı bychom analo-

gicky dostali rovnici pro tok tepla.
Prvńı dva až tři momenty tvoř́ı základńı rovnice spojitých model̊u plazmatu.

Jejich řešeńı je méně náročné než řešeńı Boltzmannovy kinetické rovnice. Na dru-
hou stranu tyto výsledky nedávaj́ı úplnou informaci o rozdělovaćı funkci.

2.5 Diagnostika ńızkoteplotńıho plazmatu

Pro měřeńı parametr̊u plazmatu byla vyvinuta řada metod. Základńı metody lze
hrubě rozdělit na čtyři skupiny:

• sondové,

• vysokofrekvenčńı,

• optické,

• korpuskulárńı.

Sondová diagnostika je velmi bĺızká tématu této práce, protože je založena
na interakci plazmatu s kovovou sondou. Metody sondové diagnostiky, které na-
vrhl Irving Langmuir (viz např́ıklad [4]), patř́ı mezi nejstarš́ı metody diagnostiky
plazmatu. Sondy mohou mı́t r̊uzné geometrie. Nejčastěji se setkáváme s rovin-
nou, válcovou a kulovou sondou, které jsou schematicky znázorněny na obrázku
2.1. Stručně poṕı̌seme základy sondové diagnostiky podle [5] a [3]. Vlož́ıme-li do
plazmatu vodič na daném potenciálu, separaćı náboje se vytvoř́ı v jeho okoĺı st́ıńıćı
vrstva (sheath). Změř́ıme-li voltampérovou charakteristiku jedné sondy podle ob-
rázku 2.2 nebo dvou sond podle 2.3, můžeme přibližně určit některé parametry
sheathu a nenarušeného plazmatu. Nejjednodušš́ı analýza voltampérové charak-
teristiky založená na takzvané bezesrážkové teorii vyžaduje splněńı následuj́ıćıch
požadavk̊u:

1. V sheathu se nabité částice pohybuj́ı bez srážek.

2. Sonda neemituje.
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rovinná válcová kulová

Obrázek 2.1: Nejčastěǰśı sondy pro diagnostiku ńızkoteplotńıho plazmatu. Modrá
barva znázorňuje izolaci, např́ıklad sklo aparatury.

3. Za vrstvou je nenarušené plazma.

4. Proudy na sondu jsou nezávislé.

5. Elektrony a ionty maj́ı v plazmatu Maxwellovo rozděleńı.

Prvńı požadavek představuje zásadńı omezeńı této metody jen na ńızké tlaky.
Př́ıklad naměřené voltampérové charakteristiky jedné sondy je uveden na obráz-
ku 2.4. Měřeńı bylo provedeno se sondou o poloměru 22,5 µm a délce 2,5 mm při
tlaku 10 Pa v pulzńım magnetronu.

Z charakteristiky lze podle bezesrážkové teorie určit v prvé řadě teplotu elek-
tron̊u a koncentraci nabitých částic. Předpokládáme plazma tvořené elektrony, jed-
nonásobnými kladnými ionty a neutrálńımi částicemi. Teplotu elektron̊u źıskáme
ze směrnice závislosti logaritmu elektronového proudu na napět́ı

ln |I−| = ln |I−p| +
e(U − Up)

kBTe
, (2.18)

kde I−p je nasycený elektronový proud, Up je potenciál plazmatu a Te je teplota
elektron̊u. Lineárńı závislost odpov́ıdá maxwellovskému rozděleńı energie elek-
tron̊u. Neńı-li závislost lineárńı, lze skutečnou rozdělovaćı funkci přibližně určit
analýzou této závislosti.

Koncentraci iont̊u urč́ıme z iontového proudu I+f , který je extrapolaćı ion-
tového proudu do bodu U = Uf . Koncentrace iont̊u je dána vztahem

ni =
|I+f |
eS

√

mi

kBTe
, (2.19)

kde e je elementárńı náboj, S je plocha sondy a mi je hmotnost iontu.
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Obrázek 2.2: Schéma jednosondové diagnostiky v pozitivńım sloupci doutnavého
výboje

Koncentraci elektron̊u źıskáme na základě nasyceného elektronového proudu

ne = 4
|I−p|
eS

√

πme

8kBTe
, (2.20)

kde me je hmotnost elektronu. Koncentrace elektron̊u a iont̊u by si měly být
rovny z d̊uvodu kvazineutrality plazmatu. Ve skutečnosti se výsledky lǐśı kv̊uli
nepřesnostem měřeńı a nedostatečnému splněńı podmı́nek platnosti teorie.

Ve voltampérové charakteristice dvou sond je dominantńı vliv iont̊u. Jsou-li
sondy shodné, charakteristika je symetrická, tvořená iontovými větvemi a přecho-
dovou oblast́ı v okoĺı nulového proudu. V tomto př́ıpadě můžeme obdobně určit
koncentraci iont̊u a teplotu elektron̊u.

2.6 Interakce plazmatu s povrchy pevných látek

Nabité částice z plazmatu, které projdou st́ıńıćı vrstvou, dopadaj́ı na povrch vno-
řené pevné látky – sondy, substrátu v plazmochemických technologíıch, na stěnu
výbojky, apod. Co se s těmi částicemi dále děje, záviśı na vlastnostech vnořené
látky.

Pokud se jedná o kovovou elektrodu zapojenou do vněǰśıho obvodu, ve zjed-
nodušené teorii sondové diagnostiky se předpokládá, že nabitá částice bude z pla-
zmatu odstraněna a jej́ı náboj přispěje k sondovému proudu. Elektron z plazmatu
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Obrázek 2.3: Schéma dvousondové diagnostiky v pozitivńım sloupci doutnavého
výboje

vstouṕı do elektrody a dále bude procházet vněǰśım obvodem. Iont, kladný nebo
záporný, bude na povrchu sondy neutralizován, jeho náboj vstouṕı do vněǰśıho
obvodu a v plazmatu z̊ustane z iontu neutrálńı částice. Při přesněǰśı analýze
je však nutné uvažovat i daľśı fyzikálńı procesy, zejména pro elektrony, z nichž
nejd̊uležitěǰśı je elektronová sekundárńı emise ze sondy pod dopadem rychleǰśıch
elektron̊u z plazmatu, která může jak zeslabovat, tak i zesilovat sondový proud.

Pokud se jedná o substrát dielektrický nebo i o kovový, jenž ale neńı připojen
na vněǰśı obvod, dojde k nab́ıjeńı povrchu substrátu dopadem nabitých částic z pla-
zmatu. Přitom se projev́ı rozd́ılná pohyblivost jednotlivých komponent plazmatu,
takže např. v elektropozitivńım plazmatu se substrát nab́ıj́ı záporně. Důsledkem
bude lokálńı elektrické pole, jež ovlivńı plazma v okoĺı substrátu. Tento efekt je
vždy př́ıtomný ve skleněných výbojkách, kde vede k vytvořeńı radiálńıho elek-
trického pole a k ambipolárńı difuzi nabitých částic plazmatu.

Speciálńım př́ıpadem jsou r̊uzné plazmochemické technologie nebo sondová di-
agnostika v chemicky aktivńım plazmatu. Zde je substrátem p̊uvodně kovová elek-
troda nebo sonda zapojená do vněǰśıho obvodu, na ńıž je vloženo určité předpět́ı
maj́ıćı za úkol vytáhnout z plazmatu př́ıslušně nabité ionty. Pokud ale tyto částice
začnou na povrchu substrátu chemicky reagovat a vytvářet dielektrickou vrstvu,
povrch přestane odvádět náboj do vněǰśıho obvodu a začne se nab́ıjet. Proti čistě
dielektrickému substrátu nebo stěně výbojky je ale situace odlǐsná v tom, že
vytvářená vrstva je obvykle tenká a má nenulovou elektrickou vodivost. Výsledný
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Obrázek 2.4: Př́ıklad naměřené voltampérové charakteristiky jedné sondy. Data
poskytl Mgr. Jan Klusoň. Uf je plovoućı potenciál a Up je potenciál plazmatu
s odpov́ıdaj́ıćım proudem Ip.

náboj na povrchu rostoućı vrstvy je proto dán kombinaćı náboje přiváděného z pla-
zmatu a náboje odváděného dielektrikem do vněǰśıho obvodu. Výsledkem bude
napět’ový spád v dielektriku a pokles předpět́ı substrátu. Tento proces se muśı
brát v úvahu při plazmochemických technologíıch a naopak může být využ́ıván
při sondové diagnostice chemicky aktivńıho plazmatu. Analýza sondového proudu
v takovém př́ıpadě je však velmi obt́ıžná a bez aplikace poč́ıtačového modelováńı
těchto proces̊u prakticky vyloučená.

Vedle uvedených úvah obecně platných existuj́ı i speciálńı př́ıpady, kdy procesy
na elektrodách nabývaj́ı zvláštńı d̊uležitost. Př́ıkladem může být sondová diagnos-
tika pomoćı žhavé sondy, kdy rozhoduj́ıćım procesem je termoemisi elektron̊u ze
sondy.
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Poč́ıtačová fyzika

Ve dvacátém stolet́ı se k experimentálńı a teoretické fyzice přidal třet́ı výrazný
směr — poč́ıtačová fyzika. Přesná definice tohoto pojmu zřejmě ještě neńı ustálená.
Většina fyzik̊u dnes ke své práci použ́ıvá poč́ıtač. Poč́ıtačovou fyzikou však nazývá-
me pouze takovou vědeckou práci nebo metodiku vědecké práce, při které je práce
poč́ıtače dominantńı metodou řešeńı problému. Původńı vzájemnou spolupráci
teoretické a experimentálńı fyziky poč́ıtačová fyzika rozš́ı̌rila o mnoho nových
možnost́ı: Pro teoretickou fyziku se stala v́ıtaným pomocńıkem tam, kde analy-
tické výpočty nejsou možné, experimentálńı fyzice dala možnost dopředu simulo-
vat náročné experimenty, které se těžko opakuj́ı. S rostoućım výkonem dostupné
poč́ıtačové techniky a s rozvojem nových metod se spolupráce dále prohlubuje.

V krátké historii poč́ıtačové fyziky vznikla řada d́ılč́ıch směr̊u:

• Poč́ıtačové modelováńı
V poč́ıtači vytvář́ıme zjednodušený model studovaného fyzikálńıho jevu. Mo-
del řeš́ıme řadou numerických metod. Obvykle se jedná o řešeńı obyčejných a
parciálńıch diferenciálńıch rovnic, řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic a sta-
tistické výpočty. Na základě výsledk̊u modelu můžeme předpov́ıdat výsledky
experiment̊u, optimalizovat technologické procesy a podobně.

• Zpracováńı obrazu
Z obrazu, který je výsledkem pozorováńı, źıskáváme poč́ıtačovými metodami
fyzikálńı, biologické a daľśı informace. Zpracováńı obrazu se široce uplatňuje
v medićıně, ř́ızeńı experimentu, automatizaci výroby, atd.

• Poč́ıtačová grafika
Výsledky měřeńı nebo výpočtu obvykle požadujeme znázornit v grafické
formě. Za t́ımto účelem již vznikla řada užitečných programů, které obvykle
plně postačuj́ı našim potřebám.

17
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• Integrálńı transformace
Řadu úloh lze efektivněji řešit tak, že je převedeme integrálńı transformaćı
do obrazu, se kterým provedeme vhodnou operaci, a provedeme zpětnou
integrálńı transformaci. Popularita integrálńıch transformaćı prudce vzrostla
objeveńım rychlé Fourierovy transformace v roce 1965. V dnešńı době se stále
v́ıce uplatňuje tzv. waveletová transformace.

• Symbolické manipulace
Na rozd́ıl od numerických metod symbolickými manipulacemi źıskáme výsle-
dek ve tvaru matematického vzorce. Většinu fyzikálńıch problémů nicméně
t́ımto zp̊usobem řešit nelze.

• Moderńı směry poč́ıtačové fyziky
Do této kategorie patř́ı např́ıklad evolučńı programováńı a neuronové śıtě.

Směry poč́ıtačové fyziky se stále vyv́ıjej́ı a výše uvedený seznam proto neńı konečný
a úplný.

Nejčastěji použ́ıvaným směrem je poč́ıtačové modelováńı, kterým se zabývá
také tato práce. Př́ıbuzným oborem je matematické modelováńı, jehož ćılem je ma-
tematická formulace fyzikálńıch jev̊u a jejich matematická analýza — řešitelnost,
stabilita, konvergence a podobně. Ćılem poč́ıtačové modelováńı, na rozd́ıl od ma-
tematického, je nalezeńı konkrétńıho řešeńı problému pomoćı poč́ıtače.

Řeš́ıme-li fyzikálńı problém poč́ıtačovým modelováńım, procháźıme podle [6]
následuj́ıćımi kroky:

1. formulace problému,

2. vytvořeńı modelu,

3. řešeńı modelu,

4. analýza výsledk̊u.

Poč́ıtačové modelováńı má ovšem také řadu úskaĺı. Prakticky každý model je
zjednodušený, protože nev́ıme vše a možnosti poč́ıtač̊u jsou omezené. Při zjed-
nodušováńı nikdy nemáme jistotu, že jsme nezanedbali podstatný rys problému.
Výsledky modelu nevypov́ıdaj́ı o studovaném jevu př́ımo, odpov́ıdaj́ı pouze našemu
modelu. Z těchto d̊uvod̊u je velmi d̊uležité srovnávat výsledky s experimentem a
také sledovat, zda odpov́ıdaj́ı poznatk̊um teoretické fyziky. Často tato ,,zpětná
vazba“ vede k upřesněńı modelu, př́ıpadně k iteračńımu postupu.

Poč́ıtačové modelováńı zahrnuje řadu r̊uzných technik. Nejčastěǰśı metody lze
shrnout do následuj́ıćıch kategoríı:
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• Částicové metody
Studovaný jev popisujeme na mikroskopické úrovni. Podrobně sledujeme cho-
váńı jednotlivých částic. Nejčastěji se setkáváme s deterministickou meto-
dou molekulárńı dynamiky a stochastickou metodou Monte Carlo. Výsledky
těchto metod jsou velmi detailńı, v řadě př́ıpad̊u jsou však takové výpočty
př́ılǐs náročné na strojový čas.

• Spojité metody
Jev poṕı̌seme makroskopicky pomoćı veličin jako hustota, teplota, rychlost
prouděńı a řeš́ıme parciálńı diferenciálńı rovnice, které vyjadřuj́ı zákony za-
chováńı — nejčastěji energie, hybnosti a rovnici kontinuity. Výsledky jsou
podstatně méně detailńı než výsledky částicových model̊u. Rychlost výpočtu
však bývá výrazně vyšš́ı.

• Hybridńı metody
Představuj́ı kompromisńı řešeńı, kdy kombinujeme výše uvedené metody mo-
delováńı k dosažeńı co nejpřesněǰśıch výsledk̊u v krátkém čase.

V následuj́ıćı kapitole rozebereme detailněji částicové, spojité a hybridńı mo-
dely použ́ıvané ve fyzice plazmatu.
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Hybridńı modelováńı

Se slovem hybridńı se setkáváme v mnoha oblastech lidské činnosti. Zpravidla jej
použ́ıváme tam, kde chceme zd̊uraznit, že jsme využili ty lepš́ı vlastnosti z každé
části celku — při kř́ıžeńı v zahradnictv́ı, v automobilovém pr̊umyslu a podobně.
Jako snadno představitelný př́ıklad nám poslouž́ı hybridńı trolejbus. Trolejbus i
autobus všichni známe a v́ıme, jaké jsou jejich výhody a nevýhody. Trolejbus je
tichý a šetrný k městskému ovzduš́ı, ale je závislý na trolejovém vedeńı. Auto-
bus je nezávislý, ale v dopravńı zácpě dokáže vydatně přispět ke smogu. Zkusme
spojit výhody autobusu a trolejbusu. Od takového vozidla budeme čekat alespoň
částečnou nezávislost i šetrnost k prostřed́ı města. Řešeńı může mı́t r̊uzné podoby
— např́ıklad hybridńı trolejbus. Do trolejbusu zkrátka zabudujeme spalovaćı mo-
tor. Ve městě bude trolejbus napájený z trolejového vedeńı a na vesnici pojede na
naftu. Zdánlivě je to jednoduché, ale k úspěšnému výsledku vede nelehká cesta.
Muśıme sestrojit složitěǰśı převodovku, vyrovnat se s vyšš́ı celkovou hmotnost́ı a
podobně.

S obdobnými problémy se setkáváme v modelováńı ve fyzice. Některé metody
jsou velmi přesné a časově náročné, jiné dávaj́ı výsledky nesrovnatelně rychleji,
ale s velkou chybou. Hybridńı modely by měly vést k co nejlepš́ım výsledk̊um
v přiměřeném čase. Dosahuj́ı toho kombinaćı r̊uzných př́ıstup̊u k jednomu fy-
zikálńımu problému. Obvykle však nelze převźıt jen ty lepš́ı vlastnosti, a proto
muśıme hledat kompromisńı řešeńı.

V následuj́ıćım textu budou popsány nejprve základńı metody modelováńı
v ńızkoteplotńım plazmatu. Plynule na ně naváže popis hybridńıch model̊u.

4.1 Vztahy metod

Základńı srovnáńı metod použ́ıvaných v poč́ıtačovém modelováńı ńızkoteplotńıho
plazmatu lze naj́ıt např́ıklad v [6]. Ńıže diskutované metody jsou stručně zobrazeny

20
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na diagramu na obrázku 4.1. Tato práce se zabývá předevš́ım ,,velkým hybridńım
modelem“, který je vymezen modrou barvou.

Plazma

Částicový model

Řešeńı BKR

Spojitý model

Molekulárńı dynamika

Monte Carlo

Obrázek 4.1: Metody modelováńı v plazmatu. Červenou barvou je vyznačen ,,malý
hybridńı model“, modrou barvou ,,velký hybridńı model“.

4.2 Částicové modelováńı

Částicové modely poč́ıtaj́ı pohyb a interakce jednotlivých částic. Podrobně se této
problematice věnuje např́ıklad [7]. Ve fyzice plazmatu obvykle postačuje klasická
Newtonova pohybová rovnice

~F = m
d2~r

dt2
, (4.1)

kde ~F je śıla p̊usob́ıćı na částici, m je hmotnost částice a ~r je polohový vektor
částice. Známe-li śıly p̊usob́ıćı na každou částici a počátečńı polohy a rychlosti
všech částic, můžeme tuto obyčejnou diferenciálńı rovnici řešit. Polohy a rychlosti
částic postupně poč́ıtáme v časových kroćıch ∆t.

Pro výpočet existuje řada algoritmů:

1. Euler̊uv algoritmus: Patř́ı k metodám prvńıho řádu přesnosti v čase. Nové
polohy, rychlosti a śıly částic źıskáme ze schématu

~r k+1
i = ~r k

i + ~v k
i ∆t

~v k+1
i = ~v k

i + 1

mi

~F k
i ∆t

~F k+1
i = . . .

(4.2)

Index k odpov́ıdá času, i je index částice.
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2. Verletovy algoritmy: Diferenčńı schéma v této práci použ́ıvaného Verletova
algoritmu druhého řádu přesnosti v čase je

~r k+1
i = ~r k

i + ~v k
i ∆t + 1

2mi

~F k
i ∆t2

~F k+1
i = . . .

~v k+1
i = ~v k

i + 1

2mi

(

~F k
i + ~F k+1

i

)

∆t

(4.3)

Verletovy algoritmy představuj́ı dobrý kompromis mezi přesnost́ı a nároč-
nost́ı výpočtu a jsou vhodné pro systémy mnoha částic. Nevýhodou je pod-
mı́nka, že śıla nesmı́ záviset na rychlosti částic. To je ovšem v této práci
splněno.

3. Algoritmy vyšš́ıch řád̊u: Nejsou v této práci použ́ıvány, protože jsou vý-
početně náročné a jejich přesnost by mimo jiné d́ıky srážkovým proces̊um
v plazmatu z̊ustala nevyužita.

V celé práci je použ́ıván výše popsaný Verlet̊uv algoritmus. Pro řešeńı pohy-
bových rovnic dále potřebujeme znát śıly, které p̊usob́ı na částice. V ńızkoteplotńım
plazmatu jsou významné dva druhy interakćı částic: Coulombické silové p̊usobeńı
nabitých částic a jejich srážky s neutrálńımi částicemi. Z pohledu poč́ıtačové fyziky
tyto interakce řeš́ıme po řadě metodou molekulárńı dynamiky a metodou Monte
Carlo. Spojeńı těchto metod někdy bývá nazýváno ,,malým hybridńım modelem“.

Výpočet elektrických sil p̊usob́ıćıch na částice lze řešit řadou algoritmů. V této
práci použ́ıváme standardńı algoritmus PIC (Particle-in-Cell) ve variantě CIC
(Cloud-in-Cell), viz např. [7]. V pracovńı oblasti sestroj́ıme śıt’ vhodné geometrie
a v uzlových bodech vypoč́ıtáme potenciál elektrického pole ϕ řešeńım Poissonovy
rovnice na základě hustoty náboje částic v śıti ̺

∆ϕ = − ̺

ε0

. (4.4)

Intenzitu elektrického pole pak vypoč́ıtáme vztahem

~E = −∇ϕ. (4.5)

Existuje řada možnost́ı, jak řešit Poissonovu rovnici. Ve vyšš́ıch dimenźıch
představuje řešeńı Poissonovy rovnice časově velmi náročný úkol. Podle práce [8]
v 1D a 2D tvoř́ı výpočet sil, resp. řešeńı Poissonovy rovnice méně než 50% cel-
kové doby výpočtu. V 3D výpočtu je to přibližně 99%. V 1D př́ıpadě se obvykle
použ́ıvá př́ımé řešeńı Thomasovým algoritmem [9]. V 2D zvláště dř́ıve byla často
použ́ıvána superrelaxačńı metoda (Succesive Overrelaxation, SOR, viz [10]), která
vyniká snadnou implementaćı, ale postupně byla nahrazena efektivněǰśımi meto-
dami. Př́ıkladem je metoda LU dekompozice ř́ıdké matice s knihovnou UMFPACK
[11].
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V plně trojrozměrném modelu se setkává v́ıce nesnáźı. Optimalizaci řešeńı Po-
issonovy rovnice je potřeba věnovat velkou pozornost. Východiskem mohou být
silné metody jako multigridy, konjugované gradienty a metoda konečných prvk̊u.
Současně má však 3D model velmi vysoké nároky na počet částic v modelu. Máme-
li krychlovou śıt’ o rozměru 200 × 200 × 200 uzl̊u a požadujeme pr̊uměrně deset
částic v každé buňce, počet částic v modelu bude 8 ·107, což je na hranici kapacity
paměti běžného osobńıho poč́ıtače. Bohužel tyto požadavky jsou minimálńı, má-li
mı́t model v̊ubec smysl. Úměrně těmto požadavk̊um také roste doba výpočtu a
výpočet i relativně malého modelu může trvat řádově měśıce. Odtud mimo jiné
plyne snaha vytvářet hybridńı modely, které by měly výrazně nižš́ı hardwarové a
časové nároky.

Mezi slabiny metody molekulárńı dynamiky patř́ı takzvaný nefyzikálńı ohřev.
Při numerickém řešeńı pohybových rovnic se d́ıky konečnému časovému kroku
mı́rně zvyšuje kinetická energie částic. Voĺıme proto dostatečně malý časový krok,
aby nefyzikálńı ohřev během poč́ıtaného časového intervalu byl zanedbatelný.

Již bylo uvedeno, že srážky nabitých částic s neutrálńımi částicemi modelujeme
metodou Monte Carlo. Každý druh srážky je charakterizován předevš́ım srážkovým
pr̊uřezem, který je obvykle funkćı vzájemné energie interaguj́ıćıch částic. V grafu
4.2 jsou vyneseny závislosti srážkového pr̊uřezu na energii pro pružné, excitačńı
a ionizačńı srážky elektron̊u s neutrály argonu při tlaku 133 Pa podle Bogaert-
sové [12]. Známe-li srážkové pr̊uřezy, muśıme naj́ıt vhodný algoritmus, kterým
rozhodneme, ve kterém okamžiku se konkrétńı částice sraźı. V oboru ńızkých a
středńıch tlak̊u se nejčastěji použ́ıvá takzvaná ,,metoda nulové srážky“ popsaná
v [13]. Vycháźı z úvahy, že náhodnou volnou dráhu částice můžeme metodou Monte
Carlo generovat podle vzorce

s = −λ log γ, (4.6)

kde λ = 1/nσ je středńı volná dráha částice, n je koncentrace terč̊u, σ je srážkový
pr̊uřez a γ je náhodné č́ıslo z intervalu (0, 1) s rovnoměrným rozděleńım, za před-
pokladu, že λ je konstantńı. Tento předpoklad obvykle splněn neńı. Nicméně
zavedeme-li umělý konstantńı srážkový pr̊uřez σ0, můžeme generovat odpov́ıdaj́ıćı
náhodné volné dráhy s s t́ım, že při každé takové události metodou výběru roz-
hodneme, ke kterému typu srážky došlo. Možné srážky však muśıme rozš́ı̌rit o
,,nulovou srážku“, při které částice pokračuje v pohybu, jako by k žádné srážce
nedošlo. Srážkový pr̊uřez ,,nulové srážky“ je pak právě takový, aby pro libovolnou
energii platilo

σ0 =
∑

i

σi(ǫ), (4.7)

kde i běž́ı přes všechny druhy srážek včetně ,,nulové srážky“.
Metoda nulové srážky je vhodná tam, kde středńı je doba mezi srážkami vý-

razně větš́ı než časový krok pohybu částice. Pro vyšš́ı tlaky použ́ıváme odlǐsné
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Obrázek 4.2: Srážkové pr̊uřezy pro interakci elektron̊u s neutrály argonu

metody, které jsou efektivněǰśı a nevyžaduj́ı nežádoućı zkracováńı časového kroku
pohybu částice. V práci [14] je popsán model srážek nezávislý na volbě kroku,
který je pro vyšš́ı tlaky vhodněǰśı.

Tato metoda dále předpokládá, že terče jsou nehybné. V př́ıpadě srážek elek-
tron̊u s neutrály je tento předpoklad přibližně splněný, protože rychlost elektron̊u
je mnohem větš́ı než rychlost neutrál̊u. Srážky iont̊u s neutrály tento předpoklad
nesplňuj́ı, protože rychlosti částic jsou srovnatelné a terče tedy nelze považovat za
nehybné. Možné řešeńı tohoto problému je uvedeno v práci [14]. Rychlost terče
se při srážce negeneruje na základě maxwellovského rozděleńı, ale z upraveného
rozděleńı, které chybu kompenzuje.

Výše popsaný částicový model označujeme jako selfkonzistentńı, tj. sám sobě
odpov́ıdaj́ıćı. Nejen v oblasti hybridńıho modelováńı se však také setkáváme s ne-
selfkonzistentńım částicovým modelem. V selfkonzistentńım modelu se částice po-
hybuj́ı pod vlivem vněǰśıch a vzájemných sil, které jsou za běhu modelu pr̊uběžně
poč́ıtány. V neselfkozistentńım modelu jsou śıly pevně dány např́ıklad potenciálem
elektrického pole a nabité částice se pohybuj́ı bez vzájemné interakce.

Přednosti neselfkonzistentńıho modelu vynikaj́ı při modelováńı v tř́ıdimen-
zionálńım prostoru. Obvyklý selfkozistentńı model je zat́ım sṕı̌se za hranićı našich
výpočetńıch možnost́ı. V neselfkonzistentńı modelu jsou śıly dány, a proto se vy-
hneme časově náročnému výpočtu sil. Nav́ıc neńı nutné uchovávat v paměti infor-
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maci o všech částićıch najednou, protože spolu v modelu neinteraguj́ı. Mezi daľśı
výhody patř́ı snadná a efektivńı paralelizace výpočtu. Každé vlákno poč́ıtá po-
hyb jedné částice nezávisle a vlákna se ovlivňuj́ı pouze v okamžiku pr̊uběžného
ukládáńı výsledk̊u.

Než se rozhodneme použ́ıt neselfkonzistentńı př́ıstup, muśıme zvážit, zda je pro
naši úlohu vhodný. Neselfkonzistentńı model lze použ́ıt tam, kde nejsou podstatné
śıly mezi jednotlivými částicemi. To v plazmatu může být splněno d́ıky st́ıněńı.
Pro pohyb d́ılč́ıch částic sledovaný ve větš́ım měř́ıtku jsou pak rozhoduj́ıćı prosto-
rové náboje a vnořené substráty. Ńıže uvád́ıme několik př́ıklad̊u použit́ı neselfkon-
zistentńıch model̊u. Současně také zodpov́ıme otázku, jak zjistit śıly p̊usob́ıćı na
částice.

• Kombinace s analytickým výpočtem

V některých jednoduchých př́ıpadech dokážeme vypoč́ıtat p̊usob́ıćı śıly ana-
lyticky na základě teorie nebo experimentálńıch poznatk̊u. Tématu této práce
se bĺıž́ı např́ıklad publikace [15], která se zabývá studiem pohybu elektron̊u
v okoĺı Langmuirovy sondy. Potenciál elektrického pole je jednoduše zadán
aproximativńı funkćı v závislosti na vzdálenosti od nekonečné válcové sondy.
Pro každou hodnotu předpět́ı na sondě je sledován pohyb 10 000 částic,
což umožňuje provést výpočet v krátkém čase pro velké množstv́ı hodnot
předpět́ı.

Zásadńı nevýhodou této metody je omezeńı na př́ıpady, kde jsme schopni
śıly p̊usob́ıćı na částice takto jednoduše popsat.

• Kombinace s metodou PIC

Neselfkonzistentńı model můžeme použ́ıt k upřesněńı výsledk̊u selfkonzis-
tentńıho modelu založeného na metodě PIC. Počet částic, se kterým pracuje
PIC model, bývá obvykle menš́ı, než jaký je potřeba k určeńı např́ıklad ener-
getického rozděleńı částic dopadaj́ıćıch na sondu. Mezi možná řešeńı patř́ı
výpočet pomoćı neselfkonzistentńıho modelu, ve kterém poč́ıtáme pohyb
částic v potenciálu daném PIC modelem. Počet částic v této fázi může být
výrazně vyšš́ı než v PIC modelu bez zvýšených nárok̊u na operačńı pamět’.

Postup je výhodný z hlediska poč́ıtačového i fyzikálńıho, protože v obou
modelech použ́ıváme mnoho shodných metod, např́ıklad řešeńı pohybových
rovnic, řešeńı srážek s neutrály a okrajové podmı́nky.

• Kombinace se spojitým modelem

Předevš́ım v tř́ıdimenzionálńıch úlohách je předchoźı př́ıklad stále př́ılǐs ná-
ročný na výpočetńı prostředky. Selfkonzistentńı PIC model můžeme nahra-
dit spojitým modelem, který je sice výrazně méně náročný, ale také méně
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přesný. Neselfkonzistentńım modelem můžeme źıskat velmi detailńı výsledky,
které ale odpov́ıdaj́ı nepřesnému potenciálu elektrického pole. Nicméně tyto
výsledky můžeme použ́ıt k opravě p̊uvodńıho spojitého modelu. Tato myš-
lenka tvoř́ı základ iteračńıho hybridńıho modelu, který bude ńıže detailněji
popsán.

Z těchto př́ıklad̊u je zřejmé, že neselfkonzistentńı částicový model je sṕı̌se po-
mocným prostředkem, který sám nemůže plně nahradit selfkonzistentńı výpočet.

4.3 Spojité modelováńı

Spojitý model nahrazuje diskrétńı částice spojitými veličinami, které popisuj́ı je-
jich chováńı jako tekutinu. Mı́sto souřadnic konkrétńıch částic, jejich energíı a
podobně zavád́ıme odpov́ıdaj́ıćı koncentraci, hustotu energie a pod. Prostorový a
časový vývoj veličin určuj́ı odpov́ıdaj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnice: momenty
Boltzmannovy kinetické rovnice (2.14), Maxwellovy rovnice, materiálové vztahy a
podobně.

Minimálńı sada rovnic pro popis ńızkoteplotńıho dvousložkového plazmatu se
skládá z následuj́ıćıch rovnic:

• Rovnice kontinuity pro elektrony

∂ne

∂t
+ ∇ · ~Je = re. (4.8)

• Rovnice kontinuity pro ionty

∂ni

∂t
+ ∇ · ~Ji = ri. (4.9)

• Tok elektron̊u
~Je = neµe

~E − De∇ne. (4.10)

• Tok iont̊u
~Ji = niµi

~E − Di∇ni. (4.11)

• Poissonova rovnice
∆ϕ = − e

ε0

(ni − ne). (4.12)

• Potenciál elektrického pole
~E = −∇ϕ. (4.13)



KAPITOLA 4. HYBRIDNÍ MODELOVÁNÍ 27

V rovnićıch výše jsou ne a ni koncentrace elektron̊u a iont̊u, µe a µi jsou pohybli-
vosti (se znaménkem), De a Di jsou koeficienty difuze a re a ri představuj́ı členy
vzniku a zániku př́ıslušných částic nepružnými srážkami.

Tyto parciálńı diferenciálńı rovnice s odpov́ıdaj́ıćımi okrajovými podmı́nkami
lze řešit r̊uznými metodami. Pro jednodušš́ı geometrická uspořádáńı lze použ́ıt me-
todu konečných diferenćı. Pro složitěǰśı geometrie a předevš́ım ve třech dimenźıch
je vhodněǰśı metoda konečných prvk̊u.

Abychom mohli tuto soustavu numericky řešit, potřebujeme znát zmı́něné ko-
eficienty difuze D a pohyblivosti µ. Můžeme je źıskat př́ımo z experimentu, nebo
je můžeme vypoč́ıtat z jiných parametr̊u plazmatu. V [16] jsou pro elektrony tyto
koeficienty odvozeny z Boltzmannovy kinetické rovnice vztahy

D =
4π

3

∫

∞

0

c4

ν
f0(c)dc (4.14)

a

µ =
q

m
· 4π

3

∫

∞

0

c3

ν

df0(c)

dc
dc, (4.15)

kde q je naboj elektronu, m je hmotnost elektronu a f0(c) je nenarušená rozdělovaćı
funkce. Konečně ν je srážková frekvence daná obecně vztahem

ν = ngcσ(c), (4.16)

kde ng je koncentrace neutrálńıch částic a σ(c) je účinný pr̊uřez pružné srážky
elektronu s neutrálńımi částicemi. Je-li srážková frekvence nezávislá na rychlosti a
rozděleńı maxwellovské, snadno dostaneme vztahy

D =
kT

mν
(4.17)

a
µ =

q

mν
(4.18)

Tyto vztahy jsou velmi často už́ıvány, ale je nutné pamatovat na to, že podmı́nky,
za kterých byly odvozeny, jsou velmi př́ısné. Je-li to možné, je vhodněǰśı použ́ıt
vztahy (4.14) a (4.15).

Pro ionty budeme považovat koeficient difuze a pohyblivost za konstanty. V mo-
delech totiž budeme pracovat s kladným předpět́ım, d́ıky kterému se ionty bu-
dou vyskytovat předevš́ım v oblastech slabě narušeného plazmatu. Kdybychom
požadovali přesněǰśı popis difuze a driftu iont̊u, lze v literatuře naj́ıt vhodné apro-
ximativńı závislosti parametr̊u na elektrickém poli, pro argon viz např́ıklad [17].

Základńım nedostatkem spojitých model̊u je jejich malá vypov́ıdaćı schopnost.
Výsledkem výpočtu jsou totiž závislosti veličin jako koncentrace, středńı energie a
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podobně na poloze v čase. Na rozd́ıl od částicového modelu nemůžeme zjistit para-
metry jednotlivých částic. To je současně d̊uvod nepřesnosti těchto výpočt̊u. Ob-
vykle muśıme totiž a priori předpokládat rozdělovaćı funkce částic, abychom mohli
určit koeficienty reakćı a difuze a pohyblivosti částic. Odtud se již dostáváme opět
k myšlence hybridńıho modelu, který nám může poskytnout chyběj́ıćı informace.

4.3.1 Numerické metody řešeńı soustav parciálńıch dife-

renciálńıch rovnic

V následuj́ıćım textu stručně uvedeme základńı metody, které se obvykle použ́ıvaj́ı
pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic spojitých model̊u. Výše uvedenou sou-
stavu uprav́ıme do vhodného tvaru dosazeńım z (4.10) do (4.8) a z (4.11) do (4.9).
Pro jednoduchost zde budeme považovat De, µe, Di a µi za konstanty a členy re a
ri rovné nule. Výsledkem jsou následuj́ıćı rovnice

∂ne

∂t
+ ∇ · (µene

~E) − De∆ne = 0, (4.19)

∂ni

∂t
+ ∇ · (µini

~E) − Di∆ni = 0. (4.20)

Do soustavy patř́ı rovněž výše uvedená Poissonova rovnice. Rovnice (4.19) a (4.20)
se lǐśı pouze v koeficientech a nazýváme je transportńımi rovnicemi. Naš́ım ćılem
je nalézt funkce ne(~r, t), ni(~r, t) a ~E(~r, t), respektive ϕ(~r, t) pro zadané počátečńı
a okrajové podmı́nky.

Pro jednoduché geometrické podmı́nky postačuje metoda konečných diferenćı.
V pracovńı oblasti sestroj́ıme mř́ıž a spojité prostorové souřadnice nahrad́ıme
diskrétńımi indexy uzl̊u mř́ıže. Obdobně provedeme diskretizaci času. Diferenciálńı
operátory nahrad́ıme diskrétńımi výrazy, např́ıklad

∂n

∂x
∼ nj

i+1 − nj
i−1

2∆x
,

∂n

∂t
∼ nj+1

i − nj
i

∆t
a

∂2n

∂x2
∼ nj

i−1 − 2nj
i + nj

i+1

∆x2
, (4.21)

kde i je index prostorové souřadnice x a j je index času. Parciálńı diferenciálńı
rovnice tak převedeme na soustavu lineárńıch algebraických rovnic. Použit́ı těchto
výraz̊u vede k tzv. FTCS (forward time, centered space) schématu — prostorové
diference určujeme z hodnot v j-tém časovém kroku prostorově symetricky, časové
diference z krok̊u j a j + 1. Přestože toto schéma vede ke snadnému algoritmu,
jeho použit́ı je omezené velmi nepř́ıznivými podmı́nkami konvergence, podrobněji
viz [18].

Z hlediska konvergence jsou pro transportńı rovnici vhodněǰśı implicitńı sché-
mata. V těchto schématech se obecně v diskretizaci prostorových derivaćı obje-
vuj́ı hodnoty v časovém kroku j + 1. Jako př́ıklad uvád́ıme Crankovo-Nicolsonovo
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schéma podle [18]

∂n

∂x
∼ 1

2

(

nj
i+1 − nj

i−1

2∆x
+

nj+1

i+1 − nj+1

i−1

2∆x

)

, (4.22)

∂2n

∂x2
∼ 1

2

(

nj
i−1 − 2nj

i + nj
i+1

∆x2
+

nj+1

i−1 − 2nj+1

i + nj+1

i+1

∆x2

)

. (4.23)

Diskretizace časové derivace je shodná s předchoźım př́ıpadem. Nevýhodou im-
plicitńıch schémat je výrazně vyšš́ı výpočetńı náročnost. V každém kroku řeš́ıme
velkou soustavu lineárńıch algebraických rovnic, jej́ıž matice je ř́ıdká. V současné
době jsou ovšem k dispozici kvalitńı knihovny pro manipulaci s ř́ıdkými maticemi,
např́ıklad již zmiňovaná knihovna UMFPACK.

Řada autor̊u použ́ıvá takzvaný Scharfetter̊uv-Gummel̊uv algoritmus, jehož od-
vozeńı a použit́ı v jednorozměrném modelu je stručně popsáno v [19]. Dvoudimen-
zionálńı válcová varianta tohoto algoritmu je podrobně popsána v [20].

Řešeńı transportńı rovnice představuje pouze část výpočtu. V praxi řeš́ıme
soustavu minimálně tř́ı rovnic, která zahrnuje transportńı rovnice pro elektrony a
ionty a Poissonovu rovnici. V každém časovém kroku řešeńım transportńıch rovnic
źıskáme nové hodnoty koncentraćı elektron̊u a iont̊u, na základě kterých řeš́ıme
Poissonovu rovnici. Źıskaný potenciál elektrického pole v daľśım kroku vstupuje
do transportńıch rovnic.

Ćılem této práce je tvorba plně tř́ıdimenzionálńıch model̊u. V takovém př́ıpadě
je velmi vhodná metoda konečných prvk̊u (Finite Element Method, FEM ). Na
rozd́ıl od metody konečných diferenćı, která snadno popisuje problémy s jedno-
duchou geometríı, metoda konečných prvk̊u dokáže pracovat na velmi složité śıti,
kterou lze snadno přizp̊usobit i jinak protich̊udným požadavk̊um. Modelujeme-
li např́ıklad intarakci relativně malé sondy s plazmatem, požadujeme současně
jemnou śıt’ v okoĺı sondy a velkou pracovńı oblast. Kdybychom chtěli použ́ıt rov-
noměrnou pravoúhlou śıt’, na jakou jsme zvykĺı z metody konečných diferenćı,
problém by byl s dostupnými výpočetńımi prostředky téměř neřešitelný. V me-
todě končných prvk̊u vytvoř́ıme v okoĺı geometricky složité sondy velmi jemnou
śıt’ a ve vzdáleněǰśıch oblastech ji ponecháme výrazně hrubš́ı. T́ımto zp̊usobem lze
výpočet podstatně zefektivnit. Př́ıklad dvoudimenzionálńı śıtě pro okoĺı válcové
sondy je uveden na obrázku 4.3.

V této práci se nebudeme podrobně zabývat teoretickými detaily metody ko-
nečných prvk̊u. Pro řešeńı konkrétńıch problémů budeme použ́ıvat komerčńı soft-
ware COMSOL Multiphysics, přesto považujeme za vhodné alespoň stručně uvést
základńı myšlenky této metody. Postupovat budeme podle [21].

Zvoĺıme si obecnou úlohu na oblasti Ω, která se často nazývá doména, s hranićı
∂Ω. V oblasti Ω požadujeme splněńı diferenciálńı rovnice

a(u) = f, (4.24)
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Obrázek 4.3: Př́ıklad 2D śıtě v okoĺı nekonečné válcové sondy pro metodu
konečných prvk̊u

kde u je hledaná funkce. Na hranici má řešeńı splňovat Dirichletovu hraničńı
podmı́nku

b0(u) = g0 (4.25)

nebo Neumannovu podmı́nku
b1(u) = g1. (4.26)

Na rozd́ıl od metody konečných diferenćı, ve které hledáme přibližné řešeńı jen
v uzlových bodech mř́ıže, výsledkem metody konečných prvk̊u je aproximativńı
funkce û, kterou lze vyjádřit lineárńı kombinaćı bázových funkćı φk

û =
N
∑

k=1

φkuk. (4.27)

Vzhledem k tomu, že û neńı přesné řešeńı, definujeme podle zadáńı úlohy rezidua

rΩ = a(û) − f, r0 = b0(û) − g0 a r1 = b1(û) − g1. (4.28)
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Aproximativńı řešeńı û hledáme takové, aby rezidua byla v určitém smyslu mi-
nimálńı. Toho dosáhneme splněńım nulovosti součtu integrál̊u

∫

Ω

wlrΩdΩ +
∫

∂Ω0

w0
l r0d∂Ω +

∫

∂Ω1

w1
l r1d∂Ω = 0, (4.29)

kde wl jsou váhové funkce. Rovnice (4.29) se nazývá slabá formulace. Soustava
rovnic (4.24), (4.25) a (4.26) se analogicky nazývá silná formulace. Slabá formulace
neńı ekvivalentńı silné formulaci. Každé řešeńı silné formulace je současně řešeńım
slabé formulace, nicméně slabou formulaci splňuj́ı i daľśı řešeńı. Typickým rozd́ılem
formulaćı jsou r̊uzné požadavky na spojitost řešeńı a jeho derivaćı.

Zat́ım jsme nespecifikovali, jakou konkrétńı podobu maj́ı bázové funkce φk

a váhy wl. Velmi vhodné jsou funkce s kompaktńım nosičem, které jsou nenulové
jen nad malým počtem element̊u mř́ıže. Integrály v rovnici (4.29) pak můžeme
přepsat jako sumu integrál̊u přes jednotlivé elementy. Bázové funkce voĺıme jako
interpolačńı funkce v rámci element̊u — nejčastěji lineárńı nebo kvadratické. Váhy
wl jsou obvykle shodné s bázovými funkcemi φk (tzv. Galerkinova formulace), ale
neńı to nutné.

Zavedeńım těchto funkćı převedeme rovnici (4.29) na soustavu lineárńıch rovnic
pro koeficienty uk. Konkrétńı metodu řešeńı soustavy je potřeba volit s ohledem na
požadovanou přesnost, rychlost a dostupné prostředky. COMSOL nab́ıźı mimo jiné
metody LU dekompozice (UMFPACK, SPOOLES), př́ımé řešiče (PARADISO),
iterativńı metody (GMRS, konjugované gradienty, BiCGStab). Na základě koefi-
cient̊u uk podle vztahu (4.27) źıskáme aproximativńı řešeńı úlohy û.

0 ǫ

f (ǫ)

Spojitý model Částicový model

ǫ0

Obrázek 4.4: Schéma rozděleńı elektron̊u na ,,rychlé“ (nad ǫ0) a ,,pomalé“ (pod ǫ0)
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4.4 Obvyklé hybridńı modely

Možnost́ı, jak kombinovat metody modelováńı plazmatu, je obrovské množstv́ı.
Základńı přehled je uveden např́ıklad v [22]. V této práci bude provedeno srovnáńı
tř́ı hybridńıch model̊u, které označ́ıme názvy iteračńı, energetický a prostorový
model .

4.4.1 Energetický model

Obrázek 4.5: Zjednodušené schéma energetického modelu

Touto metodou se zabývá např́ıklad [19]. Hranice mezi částicovým a spo-
jitým modelem je dána nějakou významnou hodnotou energie elektronu. Např́ıklad
v pozitivńım sloupci doutnavého výboje v argonu je to nejnižš́ı energie elektronu
potřebná k excitaci atomu argonu v základńım stavu. Elektrony s vyšš́ı energíı,
než je tato prahová energie, podstupuj́ı nepružné excitačńı a ionizačńı srážky, což
narušuje elektronovou rozdělovaćı funkci, která je pro nižš́ı energie např́ıklad max-
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wellovská. Elektrony tedy rozděĺıme na ,,pomalé“ a ,,rychlé“ podle jejich energie.
Pro přesně maxwellovskou rozdělovaćı funkci je situace znázorněna na obrázku 4.4.

Tato metoda je velmi výhodná, pokud v pracovńı oblasti jen velmi málo elek-
tron̊u přesahuje prahovou energii danou vlastnostmi neutrál̊u. Nevýhodou je nut-
nost předpokládat rozdělovaćı funkci pomalých elektron̊u, což je problematické
např́ıklad v bĺızkosti sondy na relativně vysokém potenciálu v̊uči teplotě elektron̊u.

Elektrony při svém pohybu mohou vlivem elektrického pole a srážek zvyšovat
i snižovat svou energii. Pokud energie ,,rychlého“ elektronu klesne pod praho-
vou energii, je přesunut do spojité části modelu. Model však muśı zahrnovat také
opačný proces — ,,pomalé“ elektrony mohou zvýšit svou energii nad prahovou
energii. V takovém př́ıpadě je potřeba tento elektron zařadit do částicové části mo-
delu. Nicméně ze spojité části modelu z principu neznáme parametry jednotlivých
elektron̊u, a proto využ́ıváme pravděpodobnostńıho př́ıstupu. Na základě velikosti
elektrického pole, které předevš́ım zp̊usobuje urychlováńı elektron̊u, urč́ıme počet
elektron̊u, které přejdou do částicového modelu, a jejich konkrétńı parametry ro-
zehrajeme metodou Monte Carlo.

V pr̊uběhu výpočtu, který je uveden na obrázku 4.5, se v každém časovém
kroku stř́ıdá částicový a spojitý model. V každém kroku je dále potřeba provést
výše uvedenou výměnu částic mezi modely podle jejich energie. Jsou-li časové
změny veličin spojitého modelu dostatečně malé, lze spojitou část poč́ıtat s deľśım
časovým krokem s t́ım, že na jeden krok spojitého modelu připadne několik krok̊u
částicového modelu podle poměru délek časových krok̊u.

4.4.2 Prostorový model

0 r

E(r)

Spojitý model

Částicový model

lrz

Obrázek 4.6: Rozděleńı pracovńı oblasti prostorového hybridńıho modelu
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Obrázek 4.7: Zjednodušené schéma prostorového modelu

V řadě řešených problémů v ńızkoteplotńım plazmatu pozorujeme, že jen rela-
tivně malá část zkoumané oblasti vyžaduje výpočet částicovým modelem. Nab́ıźı
se tedy myšlenka rozdělit pracovńı oblast na dvě části. Tam, kde požadujeme
přesněǰśı výpočet, použijeme částicový model a zbytek oblasti poṕı̌seme spojitým
modelem. Pokud částicový model pracuje na malé oblasti, můžeme výpočet t́ımto
zp̊usobem výrazně urychlit.

Jako př́ıklad nám poslouž́ı válcová Langmuirova sonda. Na obrázku 4.6 je na-
kresleno schéma modelu interakce sondy s plazmatem ve válcové geometrii 1d3v
(tj. prostorová souřadnice r a složky rychlosti vr, vϕ a vz). Poloměr válcové pracovńı
oblasti je l a sonda o poloměru rp má osu shodnou s osou souřadného systému.
Na obrázku je červeně vynesena intenzita elektrického pole v okoĺı sondy. Dále
od určité vzdálenosti od počátku menš́ı než rz je elektrické pole velmi malé a jen
velmi málo narušuje plazma. Naopak bĺıže k sondě se nacháźı st́ıńıćı oblast, ve
které je plazma silně narušené. V praxi se ukazuje, že z d̊uvodu stability výpočtu
je vhodné umı́stit hranici mezi částicovým modelem (r < rz) a spojitým modelem
(r > rz) dostatečně daleko od výrazně narušené oblasti.
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Na obrázku 4.7 je schematicky uveden postup výpočtu prostorového modelu.
V každém časovém kroku provedeme spojitý i částicový výpočet v odpov́ıdaj́ıćıch
oblastech a zajist́ıme výměnu částic mezi oblastmi. Stejně jako v energetickém
hybridńım modelu nemuśı být délka časového kroku stejná pro obě části modelu.

4.4.3 Iteračńı model

Tato metoda je podrobně popsána v [23], dř́ıve také např́ıklad v [24]. Základńı
schéma běhu iteračńıho modelu je uvedeno na obrázku 4.8. Nejprve provedeme

Obrázek 4.8: Zjednodušené schéma iteračńıho modelu (podle [23])

výpočet jednoduchým spojitým modelem, který je popsán v kapitole 4.3. Výsledné
prostorové rozděleńı potenciálu elektrického pole převezmeme do neselfkonzis-
tentńıho částicového modelu. Nyńı necháme elektrony (př́ıpadně ionty) pohybovat
se v pevně daném elektrickém poli a na základě analýzy jejich pohybu upřesńıme
koeficienty v rovnićıch spojitého modelu. Pracovńı oblast můžeme vhodně rozdělit
na buňky, ve kterých zjist́ıme rozdělovaćı funkci. Rozdělovaćı funkci totiž potře-
bujeme znát pro výpočet koeficientu difuze a pohyblivosti (vzorce (4.14) a (4.15)).
Tyto upřesněné koeficienty následně vstupuj́ı do spojitého modelu. Tento proces
opakujeme, až dosáhneme ustáleného stavu.

Tento postup je vhodný předevš́ım pro hledáńı ustáleného stavu. Př́ıkladem
takového problému je interakce substrátu s plazmatem v pozitivńım sloupci dout-
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naváho výboje. Metoda neńı vhodná pro řešeńı problémů s výraznými změnami
v čase, např́ıklad iontová implantace skokovou změnou napět́ı.

4.4.4 Daľśı hybridńı modely

V literatuře se lze setkat s řadou variant hybridńıch model̊u, které často vzni-
kaj́ı jako kombinace výše popsaných model̊u. Např́ıklad v [25] je popsán model
argonového výboje s př́ıměśı vod́ıku. Celkem třináct druh̊u částic je modelováno
převážně energeticky děleným modelem a nalezneme zde nav́ıc mimo jiné spojitý
model pro neutrálńı částice H a H2, který započ́ıtává produkci a zánik neutrál̊u
v reakćıch a difúzi.
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Ćıle diplomové práce

Ćılem této práce je rozvoj hybridńıch metod modelováńı ve fyzice plazmatu a
jejich aplikace na konkrétńı problémy. Tyto modely nacházej́ı uplatněńı tam, kde
výpočty čistě částicovými modely maj́ı př́ılǐs velké nároky na hardware a dobu
výpočtu a poměrně nenáročné spojité modely nepodávaj́ı dostatečně detailńı a
přesné výsledky. Problémy interakce plazmatu s pevnou látkou, které vyžaduj́ı
plně tř́ıdimenzionálńı př́ıstup, jsou typickým př́ıkladem.

Vzhledem k tomu, že existuje řada př́ıstup̊u k hybridńımu modelováńı, vy-
zkouš́ıme nejprve několik nejčastěǰśıch variant a porovnáme je se základńım čás-
ticovým a spojitým modelem. Budeme diskutovat jejich přednosti a nevýhody na
základě aplikace na zjednodušený problém nekonečné válcové sondy.

Vybranou metodu hybridńıho modelováńı rozpracujeme dále tak, abychom
mohli řešit plně tř́ıdimenzionálńı úlohy. Hlavńı principy modelu představ́ıme ve
dvoudimenzionálńı geometrii vzhledem k větš́ı názornosti obrázk̊u a graf̊u. Výsled-
ným modelem budou řešeny dva problémy — konečná válcová sonda v plazmatu
s driftem a interakce plazmatu s vodivým substrátem s nerovnostmi.

37
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Srovnáńı vybraných hybridńıch

model̊u

Typické hybridńı modely, které byly představeny v kapitole 4, zrealizujeme a po-
rovnáme jejich výsledky a efektivitu. Do srovnáńı zahrneme také částicový a spo-
jitý model. Abychom se mohli soustředit předevš́ım na metody hybridńıho mode-
lováńı, budeme řešit poměrně jednoduchý problém — nekonečně dlouhou válcovou
sondu vnořenou do ńızkoteplotńıho argonového plazmatu. Tato úloha je v prostoru
jednorozměrná, což výrazně usnadňuje poč́ıtačové řešeńı spojité části model̊u.

6.1 Energetický model

Pr̊uběh výpočtu energetickým modelem je uveden ve schématu 4.5. Podle potřeby
si stanov́ıme hraničńı energii mezi spojitou a částicovou část́ı modelu, viz obrázek
4.4. Model můžeme rozdělit do čtyř blok̊u:

1. řešič Poissonovy rovnice (4.12),

2. spojitý řešič pro ,,pomalé“ elektrony,

3. částicový řešič pro ,,rychlé“ elektrony,

4. spojitý řešič pro ionty.

Řešič Poissonovy rovnice na základě prostorové hustoty náboje a okrajových
podmı́nek vypoč́ıtá potenciál elektrického pole v uzlových bodech mř́ıže. V jedno-
dimenzionálńım př́ıpadě použ́ıváme Thomas̊uv algoritmus [9].

Spojitý řešič pro ,,pomalé“ elektrony řeš́ı transportńı rovnici

∂ne

∂t
+ ∇ · (−neµe∇ϕ − De∇ne) = 0, (6.1)

38
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která plyne z rovnic (4.8) a (4.10). Metodou konečných diferenćı tuto rovnici
převedeme na soustavu lineárńıch algebraických rovnic, které opět řeš́ıme Thoma-
sovým algoritmem. Analogicky postupojeme v př́ıpadě spojitého řešiče pro ionty.

Částicový řešič je založen na metodách Monte Carlo a molekulárńı dynamiky.
Pohyb ,,rychlých“ elektron̊u je dán elektrickým polem, jehož potenciál poč́ıtá řešič
Poissonovy rovnice, a srážkami s atomy neutrálńıho pozad́ı. Účinné pr̊uřezy těchto
srážek podle [12] jsou uvedeny na obrázku 4.2.

Po startu modelu nastav́ıme počátečńı podmı́nky. Spojitým řešičem pro ionty
a pro ,,pomalé“ elektrony vypoč́ıtáme změnu koncentrace iot̊u a ,,pomalých“ elek-
tron̊u za čas ∆t. Částicovým řešičem vypoč́ıtáme nové polohy ,,rychlých“ elektron̊u
za čas ∆t. Následuje výměna částic mezi spojitým a částicovým řešičem elektron̊u,
pro kterou jsou užitečné následuj́ıćı poznatky.

Pro zjednodušeńı zavedeme bezrozměrnou energii

ǫ =
E

kT
. (6.2)

Maxwellovské rozděleńı pro tuto bezrozměrnou energii má tvar

f(ǫ)dǫ =
2√
π

√
ǫ exp(−ǫ)dǫ. (6.3)

Energie ǫ0 tvoř́ı zmı́něnou hranici. Na obrázku 4.4 vid́ıme, že ,,rychlých“ elek-
tron̊u je obvykle výrazně méně než ,,pomalých“. Současně pro popis ,,pomalých“
elektron̊u postačuje spojitý model poč́ıtaj́ıćı s maxwellovským rozděleńım. Naopak
,,rychlé“ elektrony je nutné modelovat částicově, protože vstupuj́ı do nepružných
srážek, které výrazně měńı jejich energii.

Pro realizaci modelu této kategorie potřebujeme několik vzorc̊u, pomoćı kterých
generujeme ,,rychlé“ elektrony na počátku i v pr̊uběhu výpočtu. Koncentrace
částic, které maj́ı vyšš́ı energii než ǫ0 = E0/kT , je

n(ǫ0) = n0

2√
π

Γ(1,5, ǫ0) = n0

Γ(1,5, ǫ0)

Γ(1,5)
, (6.4)

kde Γ(a, x) je horńı neúplná gamma funkce definovaná

Γ(a, x) =
∫

∞

x
ta−1e−tdt. (6.5)

V programech byla použita funkce gamma q z knihovny Boost [26] definovaná

gamma q(a, x) =
Γ(a, x)

Γ(a)
. (6.6)
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V metodě Monte Carlo potřebujeme rozehrávat energie ,,rychlých“ elektron̊u.
Využijeme k tomu inverzńı neúplnou horńı gamma funkci. Snadno generujeme
náhodná č́ısla ξ s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, ξ0), kde

ξ0 =
Γ(1,5, ǫ0)

Γ(1,5)
. (6.7)

Energie elektronu odpov́ıdaj́ıćı danému ξ je dána inverzńı neúplnou horńı gamma
funkćı

ǫ = Γ−1(1,5, ξ · Γ(1,5)). (6.8)

Tuto funkci poskytuje rovněž knihovna Boost. Vygenerované energie přǐrad́ıme
jednotlivým elektron̊um a na počátku voĺıme jejich směr náhodně. V pr̊uběhu
simulace vyřazujeme z částicového modelu elektrony, jejichž energie klesla pod ǫ0.
Nutné je zohlednit také opačný proces — ,,pomalé“ elektrony źıskávaj́ı energii
v elektrickém poli a jejich část přecháźı do částicového modelu.

Elektrické pole v bĺızkosti sondy narušuje energetické rozděleńı elektron̊u. Př́ı-
mo z modelu však můžeme zjistit pouze část rozdělovaćı funkce — pro ǫ > ǫ0.
Pro menš́ı energie muśıme rozdělovaćı funkci zadat. Nejjednodušš́ı možnost́ı je
uvažovat pro ,,pomalé“ elektrony lokálńı termodynamickou rovnováhu (local ther-
modynamic equilibrium, LTE). V takovém př́ıpadě maj́ı ,,pomalé“ elektrony max-
wellovské rozděleńı a jejich teplota vlivem elektrického pole roste. V podmı́nkách
typických pro ńızké až středńı tlaky, zvláště v oblastech silného elektrického pole
(např. v okoĺı sond), elektrony lokálńı rovnováhy zcela nedosahuj́ı, protože jejich
středńı volná dráha je př́ılǐs dlouhá. Dále je vhodné přej́ıt od LTE k částečné
lokálńı termodynamické rovnováze (partial LTE, PLTE , podrobnosti např́ıklad
v [27]), která zahrnuje v bilančńı rovnici energie v́ıce zdroj̊u.

Nyńı známe koncentraci iont̊u a celkovou koncentraci elektron̊u po uplynut́ı
časového kroku. Z koncentraćı vypoč́ıtáme prostorovou hustotu náboje, která vstu-
puje do řešiče Poissonovy rovnice. Jej́ım vyřešeńım źıskáme potenciál elektrického
pole a postupujeme do daľśıho časového kroku.

Opakováńım tohoto postupu vypoč́ıtáme pr̊uběh parametr̊u plazmatu v čase
podle požadavk̊u zadáńı.

6.2 Prostorový model

Základńı bloky prostorového modelu jsou podobné jako v př́ıpadě energetického
modelu:

1. řešič Poissonovy rovnice (4.12),

2. spojitý řešič pro elektrony,
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3. částicový řešič pro elektrony,

4. spojitý řešič pro ionty.

Spojitý a částicový řešič pro elektrony pracuj́ı na r̊uzných částech pracovńı oblasti
— částicový řešič v bĺızkosti sondy (r < rz na obrázku 4.6) a spojitý řešič ve
zbytku oblasti (r > rz). V bodě rz muśım provést navázáńı spojité a částicové
části.

Přechod z částicové části do spojité řeš́ıme tak, že koncentraci elektron̊u částico-
vého modelu v malém intervalu (rz−dr, rz) použijeme jako Dirichletovu okrajovou
podmı́nku spojité části. Délku intervalu dr zvoĺıme shodnou s elementem osy r.
Př́ıpadně je možné provést extrapolaci do bodu rz na základě pr̊uběhu koncentrace
ve v́ıce bodech částicové části modelu bĺızko rz.

Současně muśıme zajistit přechod částic z oblasti spojitého modelu do částico-
vého. Ze spojitého modelu můžeme určit pouze koncentraci elektron̊u, ale neznáme
jejich rychlostńı rozděleńı. Prvńı pokusy založené na předpokladu maxwellovské-
ho rozděleńı byly neúspěšné, protože rozděleńı rychlost́ı je narušené elektrickým
polem. Rychlosti částic vstupuj́ıćıch do částicového modelu proto generujeme po-
mocným neselfkonzistentńım modelem, který je virtuálně umı́stěn vpravo od bodu
rz — tedy vně částicové části hybridńıho modelu. V pomocném neselfkonzis-
tentńım modelu poč́ıtáme pohyb elektron̊u pod vlivem elektrického pole daného
spojitým modelem a srážek s neutrály. Okrajové podmı́nky jsou periodické a ko-
pie částic současně vstupuj́ı do částicové části hybridńıho modelu. Takto zaruč́ıme
velmi dobré navázáńı spojitého a částicového modelu.

Výpočet pohybu elektron̊u je opět proveden metodami molekulárńı dynamiky
a Monte Carlo. Elektrická śıla p̊usob́ıćı na elektrony je źıskávána z rozděleńı po-
tenciálu elektrického pole, který je poč́ıtán řešičem Poissonovy rovnice, který pra-
cuje stejným zp̊usobem jako v energetickém modelu. Spojitý řešič pro ionty je
shodný s energetickým modelem.

Také v tomto př́ıpadě postupujeme po jednotlivých časových kroćıch požado-
vaného časového intervalu.

6.3 Iteračńı model

Iteračńı model je se skládá z následuj́ıćıch blok̊u:

1. standardńı spojitý model,

2. neselfkonzistentńı částicový model elektron̊u.

Standardńı spojitý model byl popsán v kapitole 4.3. Rovnice (4.8) až (4.11)
byly po diskretizaci implicitńım schématem řešeny Thomasovým algoritmem. Po-
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issonova rovnice byla diskretizována podle schématu (4.21) a rovněž řešena Tho-
masovým algoritmem.

V neselfkonzistentńım částicovém modelu poč́ıtáme pohyb elektron̊u v elek-
trickém poli, které źıskáváme ze spojitého modelu. Elektrony vpoušt́ıme do pra-
covńı oblasti ,,po jednom“, a proto má výpočet nižš́ı nároky na operačńı pamět’

než částicový selfkonzistentńı model. Elektrony se v pracovńı oblasti sráž́ı s ne-
utrálńımi atomy argonu. Uvažujeme srážky pružné, excitačńı a ionizačńı, jejichž
srážkové pr̊uřezy jsou uvedeny v grafu 4.2.

Na základě vzorkováńı rychlost́ı elektron̊u v buňkách mř́ıže postupně sestavu-
jeme rozdělovaćı funkci pro každou buňku. Z rozdělovaćı funkce na konci neself-
konzistentńıho výpočtu integracemi (4.14) a (4.15) źıskáme nové koeficienty difuze
a pohyblivosti pro každou buňku samostatně.

Nové koeficienty předáváme zpět do spojitého modelu a poč́ıtáme vývoj kon-
centraćı částic a potenciálu v daľśım časovém intervalu, na jehož konci předáme
potenciál elektrického pole do daľśı iterace neselfkonzistentńıho modelu. Takto po-
stupujeme do konce celkového časového intervalu.

6.4 Kritéria srovnáńı

Zde srovnávané hybridńı modely se od sebe podstatně lǐśı, a proto je obt́ıžné naj́ıt
kritéria, podle kterých bychom je mohli srovnat.

Nejjednodušš́ı a asi nejžádaněǰśı je srovnáńı celkové doby běhu programu.
Pro toto srovnáńı byly použity k řešeńı odpov́ıdaj́ıćıch problémů stejné algo-
ritmy. Mnohé části programů jsou shodné pro všechny modely. Všechny pro-
gramy byly záměrně napsané bez použit́ı paralelizace, protože možnosti parale-
lizace považujeme za samostatné kritérium.

Velmi d̊uležité je kritérium přesnosti výsledk̊u. Bohužel výsledky těchto model̊u
nelze př́ımo srovnat s experimentem. Vhodnou náhradou je srovnáńı s klasickým
částicovým selfkonzistentńım modelem. Srovnáme předevš́ım pr̊uběh potenciálu
elektrického pole v okoĺı válcové sondy.

Obt́ıžné je hodnotit vhodnost metody pro daný problém. Každý model nám
dává jiné informace. Prostorový model detailně popisuje bĺızké okoĺı sondy, ale
zbytek pracovńı oblasti jen velmi povrchně. Energetický model v celé oblasti sle-
duje rychlé elektrony, ale informace o pomalých elektronech je velmi zkreslená.
Hodnoceńı modelu pak záviśı současně na tom, zda popisuje daný problém do-
statečně fyzikálně správně a zda jeho výsledky odpov́ıdaj́ı na naše otázky. Toto
hodnoceńı proto nemůže být obecné.

Modely srovnáváme ve velmi jednoduché podobě, v praxi však potřebujeme
mnohem složitěǰśı modely. Velký význam má otázka, jaké budou nároky daného
modelu ve vyšš́ıch dimenźıch nebo např́ıklad za vyšš́ıch tlak̊u. Mezi odpovědi patř́ı
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např́ıklad očekávané pamět’ové nároky a možnosti paralelizace kódu.

6.5 Výsledky srovnáńı

Nejprve uvedeme konkrétńı parametry srovnávaných model̊u.

• Společné parametry všech model̊u: Modely popisuj́ı interakci válcové
sondy s ńızkoteplotńım argonovým plazmatem. V souřadnici jsou modely
jednodimenzionálńı, v rychlostech jsou tř́ıdimenzionálńı (tzv. 1d3v model).
Osa r je ekvidistantně diskretizována na 200 bod̊u śıtě. Délka pracovńı ob-
lasti je l = 1 cm. Poloměr Langmuirovy válcové sondy je rp = 0,1 mm. Na
sondu je přivedeno předpět́ı U = 5 V. Okraj modelu je tvořen nenarušeným
plazmatem s koncentraćı elektron̊u a iont̊u ne = ni = 1 · 1015 m−3. Ener-
getické rozděleńı elektron̊u a iont̊u v nenarušeném plazmatu považujeme za
maxwellovské s teplotami Te = 23200 K a Ti = 300 K. Uvedené výsledky
jsou vzorkem v čase t = 1 · 10−4 s.

• Iteračńı model: Časový krok ve spojitého modelu je shodný pro elektrony
i ionty ∆tf = 1 ·10−10 s. Časový krok částicového modelu elektron̊u je ∆te =
5 · 10−12 s. V každé iteraci vstupuje do pracovńı oblasti 1 · 105 elektron̊u.

• Energetický model: Časový krok je v částicové i spojité části modelu
stejný, ale lǐśı se pro elektrony (∆te = 5·10−12 s) a pro ionty (∆ti = 5·10−9 s).
Počet elektron̊u v částicovém modelu silně záviśı na aktuálńım stavu. V ustá-
leném stavu je jejich počet přibližně 5·104, což odpov́ıdá částicovému modelu
s přibližně 7 ·106 elektron̊u. Maximálńı počet elektron̊u v pr̊uběhu ustalováńı
je přibližně 1,5 · 105.

• Prostorový model: Model pracuje s r̊uznými časovými kroky pro elektrony
(∆te = 5 · 10−12 s) a ionty (∆ti = 5 · 10−9 s). Pro zjednodušeńı vazby mezi
částicovou a spojitou část́ı modelu jsou použity tyto kroky i ve spojité části,
přestože by postačoval deľśı krok. Hranice mezi částicovým a spojitým mo-
delem se nacháźı ve vzdálenosti 0,25 cm od počátku souřadnic. Částicový
model je tedy omezen na 25% pracovńı oblasti, zbylých 75% zab́ırá spojitý
model. Počet částic v částicové části je proměnný a pohybuje se okolo 6 · 105

částic. Koeficienty difúze a pohyblivosti jsou považovány za konstantńı v celé
oblasti spojitého modelu.

• Částicový model: Časový krok je r̊uzný pro elektrony (∆te = 5 · 10−12 s)
a ionty (∆ti = 5 · 10−9 s). Celkový počet částic je v modelu přibližně 4 · 106

podle aktuálńıch fyzikálńıch podmı́nek.
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• Spojitý model: Jde o základńı spojitý model s konstantńımi koeficienty
difuze a pohyblivosti

De = 520 m2 s−1,
Di = 0,033 m2 s−1,
µe = −170 m2 V−1 s−1,
µi = 0,45 m2 V−1 s−1.

• Spojitý model s LTE: Na rozd́ıl od základńıho spojitého modelu jsou zde
koeficienty difuze a pohyblivosti proměnné. Zjednodušeně předpokládáme, že
energie, kterou elektrony źıskávaj́ı v elektrickém poli, je d́ıky srážkám lokálně
přerozdělována na maxwellovské rozděleńı. Teplota elektron̊u se měńı a podle
ńı se měńı také koeficienty difuze a pohyblivosti.

Doba běhu jednotlivých zkoumaných hybridńıch model̊u je uvedena na obrázku
6.1. Pro srovnáńı uvád́ıme též údaj pro základńı čistě spojitý model a částicový
model. Na obrázku 6.2 jsou grafy pr̊uběhu koncentrace elektron̊u a iont̊u. Pr̊uběhy
potenciálu jsou vyneseny do graf̊u 6.3 a 6.4.

0 100 t [min]

1 minSpojitý

8 minEnergetický

35 minIteračńı

82 minProstorový

440 minČásticový

Obrázek 6.1: Výsledky srovnáńı vybraných model̊u.

6.6 Diskuze výsledk̊u srovnáńı

Porovnáńı doby výpočtu splnilo naše očekáváńı: Výpočet spojitým modelem je o
několik řád̊u rychleǰśı než částicovým modelem již v jednodimenzionálńım př́ıpadě.
Při přechodu do v́ıce dimenźı se tento rozd́ıl dále prohlubuje. Hybridńı modely
jednoznačně přináš́ı velkou časovou úsporu oproti částicovému modelu, nicméně
jejich vzájemné porovnáńı je problematické. Každý z nich přináš́ı proti základńımu
spojitému modelu jiné vylepšeńı — např́ıklad prostorový model je zaměřený na
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oblast sheathu, zat́ımco iteračńı model je globálńı. Proto je potřeba při srovnáváńı
hybridńıch model̊u brát v úvahu daľśı kritéria.

Srovnáme-li modely podle pr̊uběh̊u koncentrace elektron̊u a iont̊u, viz obrázek
6.2, pozorujeme, že nejv́ıce se výsledk̊um částicového modelu bĺıž́ı prostorový a
iteračńı model. Naopak výsledky energetického modelu nejsou uspokojivé. Ener-
getický model totiž předpokládá, že rozdělovaćı funkce elektron̊u je bĺızká max-
wellovské a lǐśı se předevš́ım ve vyšš́ıch energíıch. Zvolené předpět́ı je nicméně do-
statečně velké, aby v okoĺı sondy byla rozdělovaćı funkce podstatně v́ıce narušená.
Prostorový model a iteračńı model takové předpoklady na rozdělovaćı funkci ne-
maj́ı.

Pr̊uběhy potenciálu elektrického pole v grafech 6.3 a 6.4 rovněž ukazuj́ı, že
nejlepš́ı shody s částicovým modelem dosáhl iteračńı model a prostorový model.

Z hlediska možnost́ı paralelizace je nejvýhodněǰśı iteračńı model. Částicová
fáze výpočtu je totiž tvořena neselfkonzistentńım částicovým modelem, jehož pa-
ralelizace je velmi jednoduchá a efektivńı. Jednotlivá vlákna výpočtu jsou téměř
nezávislá a může jich v jeden okamžik pracovat velké množstv́ı — v praxi jsme
úspěšně vyzkoušeli 8 vláken na čtyřjádrovém procesoru Intel i7. Paralelizace ener-
getického a prostorového modelu by byla složitěǰśı a méně efektivńı, protože v těch-
to př́ıpadech je částicový výpočet selfkonzistentńı.

Při přechodu k 2D a 3D výpočt̊um má iteračńı model také významné výhody.
Stř́ıdáńı částicové a spojité části totiž umožňuje použ́ıt zcela odlǐsné prostředky pro
jejich řešeńı. V tř́ıdimenzionálńım př́ıpadě lze spojitou část řešit profesionálńımi
nástroji — např́ıklad COMSOL Multiphysics. Naopak částicový model je vhodné
naprogramovat v jazyce C++ či ve Fortranu s paralelizaćı. Předáváńı dat mezi
fázemi iteračńıho modelu je ve srovnáńı s ostatńımi hybridńımi modely velmi jed-
noduché a nepředstavuje velkou překážku při použit́ı komerčńıho softwaru.

Na základě výsledk̊u srovnáńı a zkušenost́ı z realizace jednotlivých variant hyb-
ridńıch model̊u jsme pro daľśı rozvoj vybrali iteračńı model.
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Obrázek 6.2: Výsledky srovnáńı vybraných model̊u: Závislost koncentrace elek-
tron̊u a iont̊u na vzdálenosti od sondy.
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Obrázek 6.3: Výsledky srovnáńı vybraných model̊u: Pr̊uběh potenciálu.
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Obrázek 6.4: Výsledky srovnáńı vybraných model̊u: Detail pr̊uběhu potenciálu.



Kapitola 7

Hybridńı model ve 2D

Na základě výsledk̊u kapitoly 6 a praktických zkušenost́ı při tvorbě hybridńıch
model̊u jsme se rozhodli pokračovat ve vývoji iteračńıho hybridńıho modelu.

Vzhledem k časové náročnosti výpočt̊u ve třech dimenźıch zařazujeme ještě
kapitolu věnovanou dvoudimenzionálńımu modelu. Zde uvedené metody se totiž
již jen málo lǐśı od plně 3D modelu, ale výpočty jsou méně časově náročné a
výsledky lze snáze zobrazit. V kapitole 8 pak uvedeme jen mı́rné úpravy, které je
potřeba učinit při přechodu k tř́ırozměrným model̊um.

Popisované metody budeme demonstrovat na modelu sondy vnořené do plaz-
matu s driftem. Mějme nekonečnou válcovou sondu o poloměru r = 0,1 mm ve
čtvercové pracovńı oblasti s hranou délky L = 10 mm v pozitivńım sloupci dout-
navého výboje v argonu při tlaku 133 Pa. Podél osy x zavedeme vněǰśı elektrické
pole o velikosti E = 160 V m−1. Koncentrace elektron̊u a iont̊u v nenarušeném
plazmatu je ne = ni = 1,0 · 1015 m−3. Elektrony budou podstupovat pružné, ex-
citačńı a ionizačńı srážky s neutrály argonu se srážkovými pr̊uřezy podle grafu 4.2.
Ionty budeme modelovat výhradně spojitě s koeficientem difuze Di = 0,012 m2 s−1

a µi = 0,46 m2 V−1 s−1 podle [23]. Předpět́ı na sondě bude U0 = 5,0 V.

7.1 Spojitá část

Spojitou část modelu tvoř́ı tři parciálńı diferenciálńı rovnice vycházej́ıćı ze vztah̊u
(4.8) až (4.13).

∂ne

∂t
+ ∇ · (neµe

~E − De∇ne) = re, (7.1)

∂ni

∂t
+ ∇ · (niµi

~E − Di∇ni) = ri, (7.2)

∆U = − e

ε0

(ni − ne) (7.3)

48
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a vztah ~E = −∇U , kde ne je koncentrace elektron̊u a ni je koncentrace jed-
nonásobných argonových iont̊u. Tuto soustavu řeš́ıme metodou konečných prvk̊u
programem COMSOL Multiphysics. Pro rovnice (7.1) a (7.2) zvoĺıme aplikačńı
mód ,,PDE, General Form (g)“, pro Poissonovu rovnici (7.3) je vhodný mód
,,Electrostatics (es)“. V grafickém prostřed́ı navrhneme geometrii domény, ve které
budeme provádět výpočet, a sestroj́ıme śıt’ pro metodu konečných prvk̊u. Vzhle-
dem k malému poloměru křivosti válcové sondy je vhodné v jej́ım okoĺı śıt’ zjemnit,
viz obrázek 4.3. Ve srovnáńı s modelem popsaným v [23] náš model neobsahuje rov-
nici pro tok energie, protože potřebné informace źıskává z detailněǰśıho částicového
modelu.

Na hranićıch domény muśıme definovat hraničńı podmı́nky. Na vněǰśı hranici
požadujeme parametry nenarušeného plazmatu:

• U = 0,8 V na hraně x = −5 mm,

• U = −0,8 V na hraně x = 5 mm,

• ~n · ~E = 0 na ostatńıch hranách,

• ne = 1,0 · 1015 m−3,

• ni = 1,0 · 1015 m−3.

Vnitřńı hranice je tvořena sondou s parametry

• U = 5 V,

• −~n ·~je = −neµe
~E · ~n − 1

4
vthne,

• ni = 0 m−3.

Pro koncentraci elektron̊u použ́ıváme Neumannovu podmı́nku podle [23], ve které
~n je normála k hranici směrem ven z domény, je je tok elektron̊u podle (4.10), µe

je pohyblivost elektron̊u se znaménkem a konečně

vth =

√

8kBTe

πme
(7.4)

je tepelná rychlost elektron̊u v bĺızkosti sondy. Koncentraci iont̊u v bĺızkosti elek-
trody předpokládáme nulovou vzhledem k jejich ńızké energii, která je nedostateč-
ná k pr̊uniku iont̊u k sondě.
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7.2 Částicová část

Částicovou část problému řeš́ıme samostatným programem v jazyce C++. Ze spo-
jitého modelu źıskáváme elektrické pole, které COMSOL pro zjednodušeńı výpočtu
interpoluje ze śıtě FEM na pravoúhlou rovnostrannou mř́ıž. Každá složka elek-
trického pole je uložena v samostatném textovém souboru. Program částicového
modelu načte do operačńı paměti elektrické pole a provede výpočet pohybu elek-
tron̊u v pracovńı oblasti. Elektrony do oblasti vstupuj́ı ze zdroje, jehož podrobněǰśı
popis uvedeme dále, a jejich pohyb je ukončen bud’ dopadem na sondu, nebo
opuštěńım pracovńı oblasti.

Pohyb elektron̊u je určen lokálńım elektrickým polem a srážkami s částicemi
neutrálńıho pozad́ı. Pr̊uběžně sledujeme rychlost elektron̊u, abychom na konci
výpočtu mohli předat do spojité části modelu prostorové rozděleńı koeficient̊u
difuze a pohyblivosti, rychlostńı koeficienty reakćı a podobně. K tomu obecně
potřebujeme znát rozdělovaćı funkci elektron̊u v každé buňce pravoúhlé mř́ıže,
což ovšem výrazně zvyšuje nároky na operačńı pamět’. Proto zpracováváme data
pr̊uběžně. V každé buňce poč́ıtáme čtyři parametry:

• Koeficient difuze (4.14):

De =
4π

3

∫

∞

0

c3

ngσela(c)
f0(c)dc. (7.5)

• Srážková frekvence
νe =

∫

∞

0

ngcσela(c)f0(c)dc. (7.6)

• Koeficient excitace
kexc =

∫

∞

0

cσexc(c)f0(c)dc. (7.7)

• Koeficient ionizace
kion =

∫

∞

0

cσion(c)f0(c)dc. (7.8)

Funkce σela, σexc a σion jsou srážkové pr̊uřezy elastické, excitačńı a ionizačńı srážky,
viz graf 4.2. Srážkovou frekvenci nepotřebujeme př́ımo, naopak potřebujeme po-
hyblivost elektron̊u µe. Př́ımý výpočet pohyblivosti podle (4.15) je pro náš model
nevhodný, protože obsahuje derivaci rozdělovaćı funkce. Proto poč́ıtáme nejprve
srážkovou frekvenci, ze které následně urč́ıme koeficient pohyblivosti podle (4.18).
Tento postup pochopitelně neńı přesný, nicméně velmi usnadňuje výpočet. Nav́ıc
chyba zp̊usobená numerickou derivaćı rozdělovaćı funkce v př́ımé metodě podle
(4.15) by byla značná.



KAPITOLA 7. HYBRIDNÍ MODEL VE 2D 51

Všechny uvedené parametry źıskáváme integraćı přes rozdělovaćı funkci. Na-
př́ıklad pro difuzi převedeme integrál na součet

De =
1

N
· 4π

3

∑

i

c3
i

ngσela(ci)
, (7.9)

kde i běž́ı přes všechny vzorky dané buňky a N je počet vzork̊u. Tento součet
můžeme provádět pr̊uběžně. Pro každou buňku potřebujeme čtyři částečné součty
a počet vzork̊u v buňce. Kdybychom v každé buňce ukládali rozdělovaćı funkci,
pamět’ové požadavky by byly přibližně desetinásobné.

Výhodou tohoto neselfkonzistentńıho částicového modelu je snadná parale-
lizace. Běh jednotlivých částic pracovńı oblast́ı je totiž téměř nezávislý. Pouze
v okamžiku vzorkováńı dat do buněk mř́ıže a při źıskáváńı nové částice ze zdroje
se vlákna výpočtu ovlivňuj́ı. Výpočty byly prováděny na čtyřjádrovém procesoru
Intel i7. Využili jsme současně hyperthreading, který umožnil pracovat s osmi
vlákny. T́ımto př́ıstupem jsme výrazně urychlili výpočet oproti p̊uvodńı variantě
popsané v [23], která byla založená na komerčńım softwaru MATLAB.

Vzhledem k tomu, že v částicovém modelu použ́ıváme metodu Monte Carlo,
bylo nutné zvolit vhodný generátor náhodných č́ısel. Ve všech výpočtech jsme
použili generátor Mersenne Twister MT19937 popsaný v publikaci [28], ve které
je generátor doporučen právě pro výpočty metodou Monte Carlo. Generátor jsme
úspěšně otestovali programem Diehard [29].

7.3 Srážkové procesy

Pro tuto práci jsou nejvýznamněǰśı srážky elektron̊u s atomy neutrálńıho argo-
nového pozad́ı. Uvažujeme srážky pružné, excitačńı a ionizačńı. Př́ı̌slušné srážkové
pr̊uřezy jsou uvedeny na obrázku 4.2 podle [12]. Programové řešeńı srážkových
proces̊u je založné na metodě nulové srážky popsané v kapitole 4.2.

Při pružné srážce docháźı k přerozděleńı energie elektronu a neutrálńıho atomu.
Má-li elektron před srážkou kinetickou energii E0, jeho energie po srážce bude

E = E0

(

1 − 2
me

mg

γ

)

, (7.10)

kde me je hmotnost elektronu, mg je hmotnost neutrálu a γ je náhodné č́ıslo
z intervalu (0, 1).

Aby mohlo doj́ıt k excitačńı nebo ionizačńı srážce, muśı mı́t elektron energii
vyšš́ı, než je prahová energie př́ıslušné interakce. Při srážce o tuto část energie
přicháźı. V př́ıpadě ionizace nav́ıc část své energie předává sekundárńımu elek-
tronu. Prahová energie uvažované excitace je Ee = 11,55 eV, pro ionizaci pak
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Ei = 15,76 eV. Úhlové rozděleńı elektronu po srážce považujeme pro jednoduchost
za izotropńı.

Problematice srážkových proces̊u se věnujeme podrobněji v publikaci, která
tvoř́ı př́ılohu této diplomové práce. Publikace je v tisku v časopise Vacuum. Stu-
dovali jsme v obecněǰśı rovině vliv těžkých záporných iont̊u a r̊uzného složeńı
plynu neutrálńıho pozad́ı na utvářeńı st́ıńıćı vrstvy v okoĺı válcové sondy. Publi-
kované výsledky byly źıskány selfkonzistentńım částicovým modelem, plánujeme
však přeneseńı použitých technik do hybridńıho modelu.

7.4 Zdroj částic

Běžnou součást́ı částicových model̊u je takzvaný zdroj částic. Obvykle totiž pra-
covńı oblast modelu zab́ırá jen malou část objemu plazmatu. Plazma mimo pra-
covńı oblast v takovém př́ıpadě nahrazujeme zdrojem částic, ze kterého vcháźı
částice do pracovńı oblasti. Částice odcházej́ıćı z pracovńı oblasti jsou z modelu
odstraňovány.

Na zdroj částic jsou kladeny r̊uzné požadavky, které vedou k r̊uzným zp̊usob̊um
realizace zdroje částic v modelu:

• Zdroj popsaný vzorcem

Rychlostńı rozděleńı je popsáno vzorcem (např́ıklad tok Maxwellova rozdě-
leńı). Tato varianta je nejméně flexibilńı, protože vhodné analytické vzorce
existuj́ı jen pro velmi omezené množstv́ı př́ıpad̊u.

• Zdroj se zadanou rozdělovaćı funkćı

Rychlostńı rozděleńı je popsáno tabulkou. Je však nutné generovat na základě
tohoto rozděleńı tok částic. Metoda je vhodná, pokud máme dané rychlostńı
rozděleńı (např́ıklad z experimentu).

• Zdroj s pomocným modelem

Rychlostńı rozděleńı je výsledkem pomocného částicového modelu. Před sa-
motným výpočtem do pomocného modelu nasad́ıme částice s libovolným
rychlostńım rozděleńım a necháme je interagovat s okoĺım, dokud nenastane
rovnováha. Teprve po tomto ustáleńı částice necháme vstupovat do modelu.
Metoda je vhodná, pokud máme dané srážkové procesy, vněǰśı pole, a pod.

V pr̊uběhu vývoje model̊u jsme vyzkoušeli po řadě všechny tři metody a ukázalo
se, že zdroj s pomocným modelem je pro náš problém nejvýhodněǰśı. Jedině
v tomto př́ıpadě se totiž podařilo výrazně potlačit vliv existence hranice modelu
na výsledky výpočtu. To je velmi dobře patrné na pr̊uběhu koeficientu excitace kexc

argonových neutrál̊u elektronem. V tabulce 7.4 převzaté z práce [23] jsou uvedeny
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l [m] kexc [m3s−1]
0,000 – 0,001 3,45990 · 10−16

0,001 – 0,002 1,28772 · 10−17

0,002 – 0,003 2,55010 · 10−18

0,003 – 0,004 4,06769 · 10−19

0,004 – 0,005 2,82774 · 10−19

0,005 – 0,006 3,94909 · 10−19

0,006 – 0,007 2,88464 · 10−19

0,007 – 0,008 2,98691 · 10−19

0,008 – 0,009 5,72011 · 10−19

0,009 – 0,010 7,68077 · 10−19

0,010 – 0,011 7,87768 · 10−19

0,011 – 0,012 8,80815 · 10−19

0,012 – 0,013 1,17279 · 10−18

0,013 – 0,014 1,22711 · 10−18

0,014 – 0,015 1,37210 · 10−18

0,015 – 0,016 1,51285 · 10−18

0,016 – 0,017 2,13103 · 10−18

0,017 – 0,018 2,81576 · 10−18

0,018 – 0,019 3,93644 · 10−18

0,019 – 0,020 1,16404 · 10−17

Tabulka 7.1: Př́ıklad závislosti koeficientu excitace na vzdálenosti od válcové sondy.
Data převzata z práce [23].

výsledky částicové části hybridńıho modelu v ustáleném stavu. Očekávali bychom,
že v silně narušeném plazmatu (tj. pro malé l) se bude koeficient excitace výrazně
měnit a v slabě narušeném plazmatu (pro velké l) se bude měnit velmi pomalu.
Naše očekáváńı je velmi dobře splněno v oblasti od sondy do poloviny pracovńı ob-
lasti. Dále od sondy, kde je elektrické pole prakticky zanedbatelné, ovšem docháźı
k výraznému nár̊ustu téměř o dva řády. K tomuto jevu docháźı, pokud zdroj
neńı dobře přizp̊usobený modelu. Elektrony generované zdrojem při pr̊uchodu pra-
covńı oblast́ı podstupuj́ı nepružné srážky a měńı se s rostoućı vzdálenost́ı jejich
rozdělovaćı funkce. Výsledky pak silně záviśı na volbě velikosti pracovńı oblasti,
což je nežádoućı.

Chceme-li vliv tohoto jevu podstatně zmenšit, je nutné zajistit, aby zdroj gene-
roval částice s takovým rozděleńım, které se nebude v pracovńı oblasti samovolně
měnit. Právě to umožňuje snadno výše uvedená třet́ı varianta zdroje. Zdroj je
tvořen malým částicovým modelem objemu plazmatu. V jeho malém objemu se
nacháźı částice, které podstupuj́ı stejné interakce jako částice v pracovńı oblasti
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modelu. Pro kompenzaci nepružných srážek je nutné dodávat z vněǰsku energii.
Toho přirozeně doćıĺıme zavedeńım konstatńıho podélného elektrického pole, které
je typické např́ıklad pro pozitivńı sloupec doutnavého výboje.

Takto řešený zdroj částic jsme testovali v jednoduchém 2D modelu s výše
uvedenými parametry pro vněǰśı elektrické pole 160 V m−1 a 800 V m−1. Správné
přizp̊usobeńı zdroje je doloženo v grafech 7.1 a 7.2, na kterých je vynesena závislost
koeficientu excitace na souřadnićıch v ustáleném stavu.

Na řezu 7.2 je zřejmé, že rozhrańı zdroje a modelu nemá vliv na velikost ko-
eficientu excitace v rámci šumu, který záměrně nebyl filtrován. Naopak sonda
s osou v počátku souřadnic má na pr̊uběh koeficientu excitace ve svém okoĺı
předpokládaný vliv ve shodě s [23].
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Obrázek 7.1: Koeficient excitace v 2D pracovńı oblasti modelu pro E = 160 V ·m−1

(nahoře) a E = 800 V · m−1 (dole)
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Obrázek 7.2: Koeficient excitace, řez pro x > 0 a y = 0 z grafu 7.1. V dolńım grafu
je vynesen detail.
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7.5 Výsledky modelu

V následuj́ıćıch grafech shrneme podstatné výsledky modelu. Potenciál elektrické-
ho pole v celé pracovńı oblasti je uveden na obrázku 7.3. Na obrázku 7.4 uvád́ıme
potenciál v řezech podle osy x (podél vněǰśıho elektrického pole) a y (kolmo na
elektrické pole). Řez podle osy y je symetrický, a proto uvád́ıme jen pravou větev.

Obrázek 7.3: Potenciál elektrického pole v pracovńı oblasti

Pr̊uběhy koncentrace elektron̊u a iont̊u jsou uvedeny opět v řezech na obrázku
7.5. Výsledky jsou zřetelně v souladu s odpov́ıdaj́ıćımi pr̊uběhy na obrázku 6.2.

Na daľśıch obrázćıch uvád́ıme výsledky částicové části modelu — koeficient
excitace na obrázku 7.6, koeficient difuze elektron̊u na obrázku 7.7 a pohyblivost
elektron̊u na obrázku 7.8. Z graf̊u je zřejmé, že v okoĺı sondy se tyto parametry
výrazně měńı. To vysvětluje chybné výsledky základńıho spojitého modelu, ve
kterém je považujeme za konstanty.
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Obrázek 7.4: Potenciál elektrického pole, řez podle os x a y.
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Obrázek 7.6: Koeficient excitace, řez podle os x a y

Obrázek 7.7: Koeficient difuze elektron̊u v pracovńı oblasti
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Obrázek 7.8: Pohyblivost elektron̊u v pracovńı oblasti



Kapitola 8

Hybridńı model ve 3D a jeho

aplikace

Plně tř́ırozměrný hybridńı model, jehož výsledky budou tvořit hlavńı náplň této
kapitoly, je založen na dvourozměrném modelu, který jsme popsali v předchoźı
kapitole. Tento přechod nepřináš́ı, poněkud překvapivě, žádné výrazné komplikace.
Pochopitelně vzrostou nároky na operačńı pamět’ a na čas potřebný k výpočtu,
a proto muśıme věnovat podstatně větš́ı pozornost konstrukci śıtě pro metodu
konečných prvk̊u. Standardńı śıt’ generovaná programem COMSOL Multiphysics
je obvykle naprosto nedostatečná. Modelováńı interakce plazmatu s pevnou látkou
totiž vyžaduje velmi jemnou śıt’ v oblasti st́ıńıćı vrstvy. Takto jemnou śıt’ však nelze
použ́ıt v celé oblasti, protože nároky na operačńı pamět’ by byly př́ılǐs velké.

COMSOL Multiphysics umožňuje interaktivńı tvorbu śıt’ě. Následuj́ıćım jed-
noduchým postupem jsme źıskali ve většině př́ıpad̊u dostatečně vhodnou śıt’: Na
površ́ıch substrátu, sondy a geometricky složitěǰśıch objekt̊u jsme vytvořili jemnou
śıt’ (označenou Finer). Śıt’ na zbývaj́ıćı hranici oblasti a v objemu jsme sestrojili
jako normálńı (označenou Normal), v některých př́ıpadech jsme nav́ıc sńıžili hod-
notu parametru Element growth rate.

Vzhledem k rozsahu śıtě jsme pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic použili
iterativńı řešič FGMRES (flexible generalized minimum residual).

8.1 Sonda konečných rozměr̊u

V této podkapitole ukážeme výpočet st́ıńıćı vrstvy v okoĺı sondy konečných roz-
měr̊u pro reálné parametry plazmatu źıskané ze sondového měřeńı. Měřeńı jsme
provedli v laboratoři doc. Hrachové na Katedře fyziky povrch̊u a plazmatu MFF
UK v Praze. Parametry měřićı aparatury a výboje byly následuj́ıćı:
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Výboj: Doutnavý v argonu, p = 150 Pa
Výbojový proud: Id = 10 − 40 mA
Materiál výbojové trubice: Pyrex
Diagnostika: Dvousondová
Vzdálenost sond: d = 15 mm
Poloměr sondy: rp = 0,05 mm
Aktivńı délka sondy: lp = 5,0 mm

Metodou dvou sond jsem určili základńı parametry plazmatu v pozitivńım sloupci
doutnavého výboje pro čtyři výbojové proudy. Naměřené sondové charakteristiky
jsou uvedeny na obrázku 8.1, zjǐstěné parametry v plazmatu uvád́ıme v tabulce 8.1.
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Obrázek 8.1: Naměřené sondové charakteristiky pro r̊uzné výbojové proudy Id

Budeme modelovat interakci plazmatu s použitou sondou při výbojovém prou-
du 20 mA. Na obrázku 8.2 je znázorněna geometrie úlohy. Pracovńı oblast je
tvořena krychĺı o straně 20 mm. Válcová sonda výše uvedených rozměr̊u je uchy-
cena ve válcovém dielektriku o poloměru 0,5 mm. Na sondu je přiveden potenciál
5 V. Předpokládáme, že sonda neemituje. Na rovině x = −10 mm je definován
potenciál U+ = 1,96 V, v rovině x = 10 mm je U− = −1,96 V. T́ım je dáno
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Výbojový proud Id [mA] 10 20 30 40
Teplota elektron̊u Te [K] 15 200 18 400 18 540 19 810
Konc. elektron̊u ne [m−3] 4,9 · 1016 7,1 · 1016 8,7 · 1016 9,4 · 1016

Elektrické pole E [V m−1] 220 196 127 152

Tabulka 8.1: Experimentálně určené parametry plazmatu

Obrázek 8.2: Geometrie konečné válcové sondy

vněǰśı pole o velikosti E = 196 V m−1. Na povrchu dielektrika předpokládáme pro
jednoduchost nulový náboj.

Koncentrace elektron̊u a iont̊u v nenarušeném plazmatu je ne = ni = 7,1 ·
1016 m−3. Na sondě je koncentrace iont̊u nulová. Pro koncentraci elektron̊u na
povrchu sondy použijeme Neumannovu podmı́nku shodně s kapitolou 7.

Výpočet prob́ıhá stejným zp̊usobem jako v modelu popisovaném v kapitole 7,
pouze je rozš́ı̌ren do plně tř́ıdimenzionálńı podoby. Na obrázćıch 8.3, 8.4 a 8.5
uvád́ıme pr̊uběhy koncentrace elektron̊u a iont̊u a potenciálu elektrického pole
v pracovńı oblasti. Na obrázku 8.6 je uvedena rozdělovaćı funkce elektron̊u do-
padaj́ıćıch na sondu zvlášt’ pro hrot (maximálně 1 mm od konce sondy) a pro
válcovou část (zbytek povrchu sondy).
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Obrázek 8.3: Koncentrace elektron̊u v okoĺı válcové sondy (řezy a detail)
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Obrázek 8.4: Koncentrace iont̊u v okoĺı válcové sondy (̌rezy a detail)
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Obrázek 8.5: Potenciál elektrického pole v okoĺı válcové sondy (řezy a detail)
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Obrázek 8.6: Rozdělovaćı funkce elektron̊u dopadaj́ıćıch na sondu
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8.2 Substrát s nerovným povrchem

Plně tř́ırozměrný model interakce plazmatu s pevnou látkou je vhodný pro ře-
šeńı řady problémů se složitou povrchovou strukturou substrátu. V literatuře se
setkáváme nejčastěji s dvourozměrnými modely, které jsou však omezeny na zjed-
nodušené geometrické uspořádáńı — např́ıklad [30] a [31]. Náš model takové ome-
zeńı nemá.

Nejprve jsme provedli řadu výpočt̊u v jednodušš́ı geometrii. Substrát je tvořen
nekonečnou vodivou deskou v rovině z = 0 s jednou nerovnost́ı ve tvaru polokoule.
Střed podstavy polokoule je umı́stěn v počátku souřadnic. Pracovńı oblast modelu
je tvořena krychĺı o straně L = 10 mm, jej́ıž spodńı stěna lež́ı v rovině desky. Na
substrát je přiveden potenciál 5 V. Koncentraci elektron̊u a iont̊u v nenarušeném
argonovém plazmatu při tlaku 133 Pa uvažujeme ne = ni = 1,0 · 1015 m−3. Srážky
elektron̊u s neutrály argonu modelujeme podle popisu v kapitole 7.3. Výpočet jsme
provedli pro tři r̊uzné poloměry polokoule: 2,5 mm, 0,5 mm, 0,1 mm a pro substrát
bez nerovnosti.

Výsledky jsou shrnuty na následuj́ıćıch grafech. Na obrázku 8.7 uvád́ıme pr̊uběh
potenciálu elektrického pole v řezu rovinou y = 0. Velikost elektrického pole pro
všechny konfigurace shrnuj́ı obrázky 8.8 a 8.9, na kterém uvád́ıme pole podél osy z.
Z graf̊u je patrné, že nerovnosti výrazně měńı elektrického pole v těsné bĺızkosti
povrchu. Na vrcholu nerovnost́ı docháźı k podstatnému ześıleńı pole.
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Obrázek 8.7: Potenciál elektrického pole nad rovinným substrátem bez nerovnosti
a s nerovnost́ı ve tvaru polokoule o poloměru r = 0,5 mm
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Obrázek 8.8: Elektrické pole nad rovinným substrátem s nerovnost́ı ve tvaru po-
lokoule o poloměru 2,5 mm, 0,5 mm, 0,1 mm a bez nerovnosti
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V daľśıch výpočtech jsme studovali substrát s v́ıce nerovnostmi v pravidelném
uspořádáńı. Vzdálené nerovnosti se vzájemně neovlivňuj́ı a lze je studovat odděle-
ně. Přibĺıž́ıme-li nerovnosti tak, že jejich vzdálenost je srovnatelná s jejich velikost́ı,
vykazuj́ı složitěǰśı chováńı.

Na následuj́ıćıch obrázćıch prezentujeme výsledky dvou konfiguraćı. V obou
př́ıpadech jsme na substrát umı́stili šestnáct polokouĺı o poloměru r = 0,5 mm.
Uspořádáńı je čtvercové. Konfigurace se lǐśı vzdálenost́ı střed̊u podstav polokouĺı.
V prvńım př́ıpadě, který označ́ıme jako těsné uspořádáńı, je tato vzdálenost r1 =
1,0 mm, v druhém př́ıpadě, který nazveme volné uspořádáńı, pak je r2 = 1,25 mm.
Na obrázku 8.10 uvád́ıme jako př́ıklad vizualizaci śıtě na substrátu s volným
uspořádáńım polokouĺı.

Velikost elektrického pole nad substrátem s těsným uspořádáńım shrnuj́ı obráz-
ky 8.11 a 8.12, pro volné uspořádáńı uvád́ıme odpov́ıdaj́ıćı výsledky na obrázćıch
8.13 a 8.14. V př́ıpadě těsného uspořádáńı docháźı k lokalizaci silného elektrického
pole nad vnitřńımi polokoulemi a v mezerách elektrické pole výrazně klesá až
k nule. Nad okrajovými polokoulemi se pr̊uběh elektrického pole bĺıž́ı k výše uve-
denému př́ıkladu se samostatnou polokouĺı.

Výsledky konfigurace s volným uspořádáńım polokouĺı ukazuj́ı, že již při re-
lativně malém oddáleńı polokouĺı docháźı k výraznému přibĺıžeńı k př́ıpadu sa-
mostatné polokoule. Rozd́ıly mezi vnitřńı a okrajovou polokouĺı se snižuj́ı, což je
patrné ze srovnáńı křivek A (nad okrajovou polokouĺı) a B (nad vnitřńı polokouĺı)
na obrázku 8.14 s těsným uspořádáńım na obrázku 8.12.

Výpočet jedné konfigurace trval obvykle několik hodin. Přesnou dobu lze těžko
stanovit, protože závisela na mnoha faktorech. Jedna iterace spojitého části tr-
vala nejvýše několik minut, což je v celkovém čase zanedbatelné. Částicový mo-
del dokázal d́ıky paralelizaci na osm vláken na čtyřjádrovém procesoru Intel i7
s hyperthreadingem zpracovat 106 částic za 15 minut. V rámci jedné iterace jsme
požadovali 3 · 106 až 10 · 106 částic. Po třet́ı iteraci již nedocházelo k podstatným
změnám výsledk̊u. Daľśı iterace sloužily předevš́ım k źıskáńı detailněǰśıch výsledk̊u.
Do celkové doby výpočtu je potřeba zahrnout také př́ıpravu geometrie, konstrukci
vhodné śıtě metody konečných prvk̊u a př́ıpadné úpravy v kódu částicového mo-
delu. Tyto činnosti v některých př́ıpadech trvaly deľśı dobu než samotný výpočet.

Źıskané výsledky budou prezentovány na mezinárodńı konferenci CIP 09 v Mar-
seille a poslány do tisku do časopisu European Physical Journal - Applied Physic.
Abstrakt je př́ılohou diplomové práce.
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Obrázek 8.10: Vizualizace śıtě metody konečných prvk̊u na nerovném substrátu.
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Obrázek 8.11: Velikost elektrického pole nad substrátem s nerovnostmi těsného
uspořádáńı (nahoře: pole nad nerovnostmi, dole: pole nad mezerou)
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Obrázek 8.12: Pr̊uběh velikosti elektrického pole ve směru osy z nad substrátem
s nerovnostmi těsného uspořádáńı (nahoře: geometrie substrátu s vyznačenou po-
lohou vzork̊u)
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Obrázek 8.13: Velikost elektrického pole nad substrátem s nerovnostmi volného
uspořádáńı (nahoře: pole nad nerovnostmi, dole: pole nad mezerou)
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Obrázek 8.14: Pr̊uběh velikosti elektrického pole ve směru osy z nad substrátem
s nerovnostmi volného uspořádáńı (nahoře: geometrie substrátu s vyznačenou po-
lohou vzork̊u)



Kapitola 9

Závěr

V této práci jsme se věnovali hybridńım metodám modelováńı interakce plazmatu
a pevné látky, které nám umožňuj́ı studovat geometricky složité konfigurace vyža-
duj́ıćı plně tř́ıdimenzionálńı př́ıstup při poměrně krátké době výpočtu.

V kapitole 6 jsme provedli srovnáńı r̊uzných metod hybridńıho modelováńı
se základńımi metodami. Všemi metodami byla řešena stejná úloha — nekonečná
válcová sonda v ńızkoteplotńım argonovém plazmatu — a byly porovnány výsledky
modelu a doba výpočtu. Zjǐstěné doby výpočt̊u hybridńımi modely byly podle
našeho očekáváńı výrazně kratš́ı než výpočet částicovým modelem a deľśı než spo-
jitým modelem. Provedli jsme porovnáńı pr̊uběh̊u potenciálu a koncentraćı elek-
tron̊u a iont̊u v pracovńı oblasti a došli jsme k závěru, že se výsledky hybridńıch
model̊u výrazně bĺıž́ı k výsledk̊um částicového modelu, který považujeme za refe-
renčńı.

Na základě výsledk̊u srovnáńı v kapitole 6 a praktických zkušenost́ı při vývoji
model̊u jsme se rozhodli dále rozv́ıjet iteračńı hybridńı model. Navázali jsme na
práci [23] a vytvořili jsme plně tř́ıdimenzionálńı iteračńı hybridńı model. Náš
model ve srovnáńı s [23] přinesl řadu inovaćı. Spojitá část je řešena metodou
konečných prvk̊u v programu COMSOL Multiphysics. Koeficienty difuze a po-
hyblivosti vystupuj́ıćı ve spojité části modelu jsou źıskávány z částicového ne-
selfkonzistentńıho modelu ve velmi husté mř́ıži, d́ıky které dostáváme velmi de-
tailńı výsledky předevš́ım v bĺızkosti substrátu. Źıskáńı těchto výsledk̊u je však
podmı́něno vysokým počtem částic v částicovém modelu. Toho jsme dosáhli kom-
pletńım přepracováńım částicového modelu, který je nově tvořen samostatným
programem v jazyce C++ s velmi efektivńı paralelizaćı, která umožňuje plné
využit́ı dostupných poč́ıtačových prostředk̊u.

V kapitole 7 jsme vyvinutý model prezentovali na jednoduchém dvoudimen-
zionálńım př́ıkladu. Podrobněji jsme se také věnovali problematice zdroje částic
v částicovém modelu. Ukázali jsme, že přizp̊usobeńı zdroje podmı́nkám v pracovńı
oblasti modelu vede k výraznému zlepšeńı výsledk̊u na okraji oblasti.

78
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Aplikace plně tř́ıdimenzionálńıho hybridńıho modelu jsme uvedli v kapitole 8.
Na základě naměřených parametr̊u plazmatu jsme vytvořili model konečné válcové
sondy s nevodivým uchyceńım k aparatuře v ńızkoteplotńım plazmatu s drif-
tem. Výsledky výpočtu jsou prezentovány na řadě graf̊u. Dále jsme model použili
k výpočtu st́ıńıćı vrstvy v okoĺı rovinného substrátu s nerovnostmi ve tvaru polo-
koule. Studovali jsme vliv poloměru křivosti polokouĺı a prostorového uspořádáńı
předevš́ım na velikost elektrického pole v b́ızkosti substrátu.

Vyvinutý model budeme dále rozšǐrovat. Očekáváme, že model bude vhodný
pro oblast vyšš́ıch tlak̊u. Rozvoj t́ımto směrem je limitovaný předevš́ım částicovou
část́ı modelu. Dále budeme rošǐrovat model do oblasti multikomponentńıho plaz-
matu. Př́ılohou diplomové práce je publikace z této oblasti.

Výsledky diplomové práce budeme prezentovat na mezinárodńıch konferenćıch
a budeme usilovat o jejich publikaci v odborných časopisech.
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[3] Martǐsovitš, V.: Základy fyziky plazmy, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky UK Bratislava, Bratislava, 2004.

[4] Langmuir, I., Mott-Smith, H. M.: The Theory of Collectors in Gaseous
Discharges, Phys. Rev., 28 727, 1926.

[5] Swift, J. D., Schwar, M. J. R.: Electrical Probes for Plasma Diagnostics, Iliffe
Books Ltd., London, 1970.
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fyzice plazmatu, MFF UK v Praze, Praha, 2007.

[20] Passchier, J. D. P., Goedheer, W. J.: A two-dimensional fluid model for an
argon rf discharge, J. Appl. Phys., 74 3744, 1993.

[21] Wendt, J. F.: Computational Fluid Dynamics , Springer-Verlag Berlin Heidel-
berg, 1992.

[22] Kim, H. C. et al.: Particle and fluid simulations of low-temperature plasma
discharges: benchmarks and kinetic effects, J. Phys. D: Appl. Phys., 38 R283–
R301, 2005.
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